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80 Introduction

Terminologie

Le théme du chapitre est pmopagation des incertitudesque l'usage désigne improprement par l'expresstmul
d'erreur.

Prérequis

Le cours Calcul d'erreur, partie pratiguesuppose que ledifférentielles partiellent été étudiées préalablement dans
le chapitre Fonctions de plusieurs variables

L'écart-typc comme mesure de l'erreur

On peut envisager le calcul d'erreur depuis digeists de vue, principalement
- une théorie des erreurs maximales (Quelléagstis grande erreur possible ?);
- une théorie des erreurs probables (Si onteféeen grand nombre d'observations, comment satistsjuement
distribués les résultats ?).

Comme exemple, considérons les notes de 25 élevempété arrondies au demi-point; en d'autresesr l'incertitude
sur chaque note est de0.25. Quelle est I'incertitude sur la moyenne dertees ?

Du point de vue de l'erreur maximale, on peut exges le cas extréme ou l'erreur effective sur champie est de
+0.25. Dans ce cas, l'erreur sur la moyenne sarsdi de+0.25. Il s'agit évidemment d'une erreur maximale.

Il est trés peu probable que l'erreur effectivé sbgrande. Les arrondis vers le haut et les disovers le bas se
compensent partiellement et contribuent a rédlgresur sur la moyenne.

En statistique, I'erreur a laquelle nous nous @#swns est appeléeart-type L'écart-type est une sorte de valeur

moyenne des erreurs effectives (plus précisémeestimateur de la moyenne quadratique des erréfergiees). Les
statistiques nous enseignent que, dans ce cas.eredur sera divisée pay 25 , c'est—é-dire% = +0.05. Voici un

exemple numérique:
Notes observées (avec une erreur €6.25 sur chaque note)

obs = {5.5, 4., 4.5, 4.5, 5.5, 4.5, 5., 5., 5., 4.5, 4.5,
4.5, 5.5 4.5, 5.,5.,55, 55, 5,45, 5., 5.5 4.5, 4.5, 5.};

Appl y [Pl us, obs]
25

noyenneCbs =
4.88

Notes exactes

notes = {5.33, 4.14, 4.54, 4.42, 5.58, 4.59, 5.17, 4.77, 4.83, 4.59, 4.68, 4.58,
5.46, 4.68, 4.88, 5.21, 5.25, 5.45, 4.79, 4.55, 5.12, 5.41, 4.67, 4.32, 4.95}

{5.33, 4.14, 454, 4.42, 5.58, 4.59, 5.17, 4.77, 4.83, 4.59, 4 .68, 4.58, 5.46,
4.68, 4.88, 5.21, 5.25, 5.45, 4.79, 455, 5.12, 541, 4.67, 4 32,495 1}

Appl y [Pl us, notes]

noyenneExacte =
25

4.8784

Erreur effective sur la moyenne
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moyenne(bs - noyenneExact e

0.0016

qui est, par hasard ici, inférieure a l'erreur danpar I'écart-type de:0.05. En accumulant un grand nombre
d'expériences, on pourrait oberver qud).05 représente une sorte de valeur moyenne desrerffectives (plus
précisément un estimateur de la moyenne quadratigaeerreurs effectives). Comme les erreurs effestsont
usuellement inconnues, on recourt a la théoriésstate pour nous fournir une estimation.

En multipliant I'écart-type par un factewr 1, sa signification se rapproche d'une erreur mabépmais avec une
interprétation statistique. Dans notre exemplepremant 2 comme facteur, dire que "l'incertitudedes 0.10" signifie
que

“lincertitude absolue est 0.10 avec une probabilité de 5.

C'est dans ce dernier sens que l'erreur est atiiséphysique (les valeurs numériques sont dorinéige indicatif et
peuvent varier selon le probléme traité). C'essade ce dernier point de vue (multiple de I'ébgré comme mesure
de l'erreur, voir § 4) que, dans ce cours, noussageons le calcul d'erreur.

§1 La loi de propagation des incertitudes

8 1.1 L'incertitude sur les données expérimentales

Nous considérons la situation suivante:

on mesure deux grandeurs physiques indépendantgspxijs on calcule la grandeur z au moyen d'um¢hi@orique
décrite par une fonction f, a savoir=zf (x, y).

= |ncertitudes absolues

La mesure de la grandexidonne une valeur numérique numériggeComme la mesure est entachée d'une certaine
incertitude, une deuxieme mesurexd#onne une valeut, qui peut s'écarter quelque peuwde

L'incertitude sur la mesure deest généralement notédx. Elle vérifie Ax = 0. SouventAx peut étre estimé par
l'incertitude de l'instrument de mesure utilisé.

Chaque appareil de mesure devrait étre accompagné documentation technique incluant une estimadi®
l'incertitude sur la mesure. 8iest une masse, il faut lire la notice du fabrigdmia balance dans laquelle on devrait
trouver une estimation de l'erreur, par exerde- 0.5 mg pourx = 100g.

m |ncertitudes relatives

L'incertitude étant non négative, on définit l'irttede relative comme le rapport de l'incertitidia valeur absolue

AX Ay

IX Ly 1

8§ 1.2 Laloi de propagation des incertitudes
Formule de Gauss-Laplace

Les incertituded\x, Ay sur les données vont engendrer une incertitmdsur le résultat du calcal= f(x, y). La
"Partie pratiqué se contente de donner la formule a utiliser sangréoccuper de I'établir.

Pourz= f(x, y), l'incertitude suz est donnée par la formule Gauss-Laplace
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2

oy

2+ [af (i, )7) Ay]

AZ=\

ou XYy sont des estimations de la moyennedesp. de/ et
AXx, Ay, Az sont des estimations de I'écart-type de la moydeneresp. degy et dez
multipliées par une méme constante positive.

Des formules analogues sont aussi valables ponoombre quelconque de variables indépendantes.
Pour une fonction de trois variables indépendamtesf (w, X, y), l'incertitude absolue est

of (w x. y) |° [of (wxy) |° [of (w x ¥ N i

oy

AW| + AX +

ow OX

Pour une fonction d'une variable= f(x), l'incertitude absolue eq est

of (x)
OX

AX

Remarque
Les formules suivantes sont fausses

JKk2 -k

k

I+

Pour la premiére, en prenant le contre-exerkpie-1, on arrive a & —1.
Pour la deuxiéme, en prenant le contre-exepld, on arrive a E +1.
La bonne formule est

i =k

= [nterprétation statistique

La formule de propagation des erreurs doit étrerfmétée dans un sens statistique. Si on répétmeases de et
qgu'on les reporte dans un graphique, on obtiertiisbogramme. Pour modéliser la situation, on di guest une
variable aléatoire qui a une valeur moyeppest un écart-typer, (voir le graphique ci-dessous). L'incertitude wst
multiple fixé de I'écart-type, par exemphex = 2.580.
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La preuve de la formule de Gauss-Laplace est foadék régle statistique affirmant que, pour dasables aléatoires

indépendante, y), la variance da= f(x, y) vérifie

of (x, y)|°
ox

of (x, y)|°
oy

2

o2 = oy + 0)2,

= Supplément facultatif: § 4 Calcul d'erreur (théorie)

Un supplément, particulierement destiné a l'enseigrexpose les fondements théoriques du calaukdte Sur le site
http://www.collegedusud.ch/app/applmaths/

sous la rubrigueDocumentsMathematica / Supports de cours

téléchargez le cahiet-calcul_erreur.nb

8 1.3 Calcul de l'incertitude par la formule de GatlLaplace
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Exemple

Fx

-
On a mesuré les deux composantes d'une fEr@e(F
y

) avec les incertitudaF,, AF, et une massen avec

I'incertitudeAm. On a obtenu

Fx =08 N Fy =14 N m=0.185 kg
AmM

AFx =0.05 N AFy =0.05 N — =05 %
n

On demande de calculer l'incertitude sur l'accét#ra

n

a-=

Calculsansordinateur

1° On calcule l'accélération

FZ + FZ 08 N)2+ (1.4 N)? m
a:\/X d :J( ) *{ ) _g71505 "
m 0.185 kg 2

2°a) On calcule les dérivées partielles

e mar, (R

£3(¥+§)2 w&ﬁﬁ_53(§+ﬁygﬂa):44544
m X m 2 m\/ﬁ
6a_ Fy

oFy _m\m

da

2°b) On calcule les incertitudes

0.5 4
Am=05 $m= —0.185 kg ~ 910 " kg
100
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oa 2 (o5a 2 sa \?
Al = [ AFX) + ARy |+ (—Am)
O Fx oF, om
2 2 2 2 2
Fy Fy -~/ Fc + Fy
= —— ARy | + | ———aFy| + | ——— Am =
m.[F2 + F2 m.[FZ + F2 ?
2
0.8 N
0.05 N +
0.185 kg Wo.s N)2+ (1.4 N)?

1.4 N
0.05 N| +
0.185 kg \/(0.8 N)2+ (1.4 N)?
2
_Wo.s N)2+ (1.4 N)? . m
910 %kg| | =027 —
(0.185kg )2 s2

2°c) Le résultat est arrondi de telle maniere {nedrtitude
ne s'exprime qu'avec un ou deux chiffres caratiguiss :

n
(87 +03) —

52

a

m
a= (872 +027 ) —
s2

3° L'incertitude relative sur l'accélération s'edwuiéimmédiatement;

ici, I'erreur relative est d'environ?a.

Ara
— = 0.0314763
a

Calcul avecMathematica

1°a) Entrer les données numériques

valeurs = {Fx - 0.8, Fy - 1.4, m- 0.185}

{Fx -08,Fy -14, m -0.185 }

0.5
erreurs = {AFX - 0.05, AFy »0.05, am- Too m}

(AFX - 0.05, AFy - 0.05, Am- 0.005m }

1°b) Calculez la valeur de I'expression, icic%n

4/ Fx? + Fy2

a=———— /. valeurs
18
8.71595
2° Pour calculer l'incertitude absolue sur I'ac@lén, il faut veiller a I'ordre des opérations:

le calcul des dérivées partielles doit précédeemaplacement par les valeurs !
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2 2 2
4/ Fx? + Fy2 Ay, Fx2 + Fy2 \/ Fx? + Fy2
Opx | ——— | AFX
m

+ |opy | ———— | aFy| +|om | ——— | am
m m
Fx? AFx? Fy? aFy? (Fx? + Fy?) anf
+ +
(F® + Fy?) n? (Fx? + Fy?) n? nt

2 2 2
Y, Fx2 + Fy2 A/ Fx2 + Fy2 A/ Fx2 + Fy2
Aa = Opx | ——— | AFX| + |0py | ——— | AFy| + |0 | ——— | am /.
m m m
erreurs /. val eurs

0.273761

3° L'incertitude relative sur l'accélération s'edwiéimmédiatement
Aa

a

0.0314092

m Exercicel-1

Calculez l'incertitude absoludR sur R= Acogy) pour les valeurs numériques
A=0.3,p=27° 2 =2% Ap=1°

a) sans ordinateumications : (cosp)’ = —sing et l'erreurAy doit étre convertie en radians);
b) avecMathematica.

m Exercicel-2

Sachant que l'erreur relative sugst de 2 % et celle saorde 0.5 %, calculez l'incertitude relative sur

n
o =

4 3
37Tr

a) sans ordinateur;

b) calcul numérique avedathematica;
c) calcul littéral avedlathematica.

m Exercicel-3

On a effectué trois mesures indépendantes dedblesia, b, c:

a 4a b 4b c a |z = a\cb2 A4z
1.34 0.03 4{34 0.02 0.0R7 0.004 Zq AZ 4
1.36 P.03 4{35 0.02 0.0R5 0.004 Zy AZ o
1.35 P.03 4{34 0.02 0.0P6 0.004 Z3 AZ3

a partir desquelles on a calculé trois valeurz deac—bz. On calcule ensuite la moyenne

(Z1 +2Zp +23)

W| P
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Calcule: z el l'erreu sui 2
a) sans ordinateur;
b) avecMathematica.

Indicationpourb)
A une expression, on peut appliquer une liste dstiutions; par exemple:

pa/. {{p-»a, g-Db}, {p>3, q-5}}
(8.71595 b, 15 }

m Exercicel-4

Sur le site http://www.collegedusud.ch/app/apphsat

suivez les rubriqgue®ocumentsMathematica / Annexes / Calcul d'erreur
et téléchagez les cahiers qui se rapportent aia$adyoir
1-Diametre_tube.nb

1-Resistivite.nb

1-Resistivite_compos.nb

Il s'agit d'exemples de rapports Timvaux pratiques de physique Lisez-les.

m Exercicel-5

Reprenez le rapport d'une expérience de physigeeaus avez écrit (ou qui est en cours de rédgction
Refaites les calculs avétathematica
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§2 Composition des incertitudes

= Notations
I (X) =AX = 1 X 11 (X) Incertitudeabsolu
. AX I (X) , . .
i (X) = = incertitude relative
I X 1 I X 1

m [ntroduction

Etant donné une incertitude relativex) sur la mesure du cété d'un carré, quelle esettitude relative sur l'aire du
carré i(x?) ?

Onal(x%) ~2xAx (voir figure).

. 1(x2
Donc i(x?) = % = B

=2 ATX = 2i(x). Ainsi, une incertitude de 8 sur la mesure du cdté d'un carré engendre une

incertitude de 6 sur la valeur de son aire.

Des regles de calcul telles qué(z) = 2i(x) sont maintenant recherchées. Pour les établis fes déduirons de la

formule de Gauss-Laplace.

m Quelques régles
Incertitude relative sur une fonction linéaire
i (ax ) =i (Xx) (pour aconstant )

Incertitude absolue sur une fonction affine

Il (ax+b )= 1al (x) (pour a, b constants )

Incertitude relative sur la n-eme puissance

1
i (Vx ) = Ei (X)
(1 3
[ x_3 =3i (x)
i (x™ = ini i (x) (pour n constant )

Incertitude absolue sur les fonctions trigonomés) (dention : exprimea (x) en radians) :

I (cos (X)) = 1sin (X) 11 (x)

I (sin (X)) = 1 cos (X) 11 (x)
I

I (tan (X)) = X)

cos 2 (X)
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Incertitude absolu sul la somm el la différence de deus grandeur indépendantt
(X +Y) \/I 2 +12 (y)
| S 12 (x) +12 (y)
Incertitude relative sur le produit et le quotidetdeux grandeurs indépendantes
i xy) =i x) P2y
AiZ ) <12 (y)

= Démonstration des régles de compositior des incertitudes

Les regles de composition des incertitudes se déemira partir de la formule de Gauss-Laplace.ti& tl'exemple,
nous donnons la démonstration des régles concdmpraduit de deux variables indépendantes:

2 2
o
| (Xy) = —(x AX? (— X J Ay = 2 Ax2 + x2 py?
(xy) Xy oy o] \Jy? ax? x? ny
. VY2 oxEex?ay?y2 @ ny? 4 )2 2 ( : )2 2
I (Xy) = = = | AX®+ | — | Ay© =
XY 1 (Xy)? Xy Xy
1,2 1,2 AX
- AX2+(—] Ay? = (—) [ ) \/| ) +i2(y)
X y X

La démonstration des autres régles est laissée &@'&xercice (voir Exercice-2 1).

m Ultilisation des régles de composition des incertitles (exemple)

Sachant que les erreurs relatives sont de 3 %esaybn et de 2 % sur la hauteur, calculez I'errelative sur le
volume d'un cylindre droit.

Utilisons les régles de composition pour I'exprassi = 712 h

i (mr2h) =i (r?h) (71 estune constante )
i (r2h) _\/(i (r2))% s G (h))? (produit )
i (r2)=2i (r) (puissance 2 )

En enchainant les calculs

i (V) =i (nr2h) =i (rzh)_\/(i (rz))2+(i (hy)? :\/(2i (r) 24 (h))? =

J4 (G (r))%+ (i (h))? :J4 (0.03 )2+ (0.02 )? =63 2

Remarquez que le résultat est indépendantadb.

m Remarque sur l'indépendance des variables

Nous avons établi que

I (2X) = | 2| AX =2 AX
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Il s'ensu que le calcu suivan es faux:

I (2x) =1 (X +X) :x/l2 (X) +12 (x) :\/AX2+AX2 :\/2sz -2 Ax =1.414 »x

La raison en est que la régle de la somme porteewr variablex, yindépendantes dont les erreurdx etAy se

combinent aléatoirement. Si par exemplest trop petit, il y a une chance sur deux gseit trop grand ce qui tend a
diminue l'erreur sur la sommet .

Par contre, I'erreur sunest_gstématigue : six est trop petit, X sera aussi trop petit et I'écart sera méme ampdr
2. Lorsqu'on fait I'nypothése que deux variableg swlépendantes, il importe que l'erreur sur kaxdame ne dépende
pas de I'erreur sur la premiéere.

m Exercice2-1

Démontrez les formules de composition des incelgislénoncées dans le § 2 [sans ordinateur].

m Exercice 2 -2

Calculez l'incertitude absolueR sur R= Acogy) pour les valeurs numériques

A=0.3,0=27°, % = 2%, Ap = 1° au moyen des régles de calcul du § 2 [sans ordifat

m Exercice 2 -3

Au moyen des regles de composition des incertit(@e3, calculez l'incertitude relative sur

n

p =
4 3

sachant que l'erreur relative sugst de 2 % et celle sarde 0.5 % [sans ordinateur].

m Exercice2-4

On a effectué trois mesures indépendantes dedblesia, b, c:

a Aa b b c A |z = a\CbZ Az
1.34 D.03 434 0.02 0.0p7 0.004 Zq AZq
1.36 P.03 435 0.02 0.0p5 0.004 Z, AZ,
1.35 P.03 434 0.02 0.0p6 0.004 Z3 NZ g

a partir desquelles on a calculé trois valeurs deac—bz. On calcule ensuite la moyenne

=

ZZE (Z1 +22 +23)

Calculezz et I'erreur suz au moyen des regles de calcul du § 2 [sans osdirjat

m 8§83 Package CalculErreur (facultatif)

Un supplément, particulierement destiné aux étuslian physique expérimentale, est le support desaun package
consacré au calcul d'erreur.

Sur le site http://www.collegedusud.ch/app/appisa

sous la rubrigueDocumentsMathematica / Supports de cours / Calcul d'erreur

téléchargez le cahie3-calcul_erreur.nb



