1-Circuit_RLC_serie.nb

College du Sud, Bulle
4-eme année OS PAM

Physique et Applications des mathématiques
Chapitre interdisciplinaire

Circuits électriques a
courants alternatifs stationnaires
et nombres complexes

Aspects mathématiques

Version pour Mathematica
Edition 2010-2011
Marcel Déléze, Eugéene Pasquier
www.collegedusud.ch/app/applmaths



1-Circuit_RLC_serie.nb 2

m Chapitre interdisciplinaire

Les aspects expérimentaux et mathématiques sigstem paralléle:
- les aspects expérimentaux dans le cadre du deftsysique
- les aspects mathématiques dans le cadre dudB@pications des mathématiques

§1  Circuits électrigues a
courants alternatifs stationnaires

Ce premier paragraphe est essentiellement deséctilagit de présenter les phénoménes a étadidfassurer la
liaison avec les aspects expérimentaux.

8 1.1 Préparation:
mouvement circulaire uniforme et mouvement harmaniq

Certains éléments de cinématique peuvent nous amélectricité.

m Mouvement circulaire uniforme

Pour décrire la position a l'instaind'un objetM = M(t) en rotation circulaire uniforme autour d'un paton utilise
l'anglehoraire a(t) (voir figure).

—

1
a(t) est I'angle orienté entre le vecteur 1()6% et le vecteur tournant OM

Dans un mouvement circulaire uniforme, la vitessgutairew est constante. En particulier, sur l'intervalleteiaps
[0, t],
Ao o (t) —a (0) a(t) -o

W= —= =
At t-0 t

ou I'angle horaire initial a été nat€0) = ¢. On en déduit que l'angle horaire est une fondaffine du temps

o (t) = wt + |
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ou ¢ = angle horaire & l'instan 0,
wt = accroissement de I'angle horaire durant l'intée\[8l t] et
a(t) = angle horaire a l'instant
On remarquera la similitude avec I'horaire du mouset rectiligne uniformex(t) = vt + xo.

Si le pointM tourne dans le sens direct, oo & O;
s'il tourne dans le sens rétrograde, aloksO.

Les coordonnées du poilt(t) sont

x = rcos(a(t))
y = rsin(a (1))

Elles correspondent aux équations du mouvementlaire uniforme

x(t)=rcos(wt+y)

y(@) = rsin(wt+ @)

Notations
t = temps [unité : l@econdg
T = période = durée d'un tour [unité :dacondg
v = fréquence = nombre de tours (d'oscillations cotep)epar unité de temps
[unité : letour par seconde le hertznoté Hz]
w = vitesse angulaire = angle parcouru par unité oipsgunité : leadian par secondaotés™ ]

Pour observer le réle de I'angle horaire inigiatalculons les coordonnées du pdhi0)
x(0) = rcos(p)
¥(0) = rsin(p)

Relations
pendant le temp8, [l'angle horaire augmente der Zadians et
le nombre de tours effectués est de 1

wT =2n
vT =1
27V = w

= Mouvement harmonique

On appelle mouvement harmonique le mouvement igratilobtenu par projection orthogonale du mouvement
circulaire uniforme sur un axe. Par exemple, darfgglre précédente, le mouvement du pbint H(t) est décrit par

x(t)=rcos(wt+y)
y@®=0

Le graphigue du mouvement harmonique, en fonctiotethps, est une sinusoide;
r estlmplitude
w est lavitesse angulaireou pulsation et
¢ estlgphase initiale

En physique, le mathase signifie plus généralementaéd'un systéme; dans notre cas,décrit la_positionnitiale du

mobile.

Dans l'exemple qui suity = 3; doncT = 2?”
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Pl ot [500s[3t +§] (t, 0, 2n},

Ti cks » {Range[o, 2, 23—7r] Aut omat i c}, AxeslLabel - {"t", "x" }]
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L'amplituder et la périodel’ peuvent étre lues directement dans la figure:

Pl ot [5Cos[3t +§] {t, 0, 2x}, Ti cks-»{Range[O, 2 T, 23—7r] Automatic},

2x 27w 2w 2w

it og » {arrow[ ({53}, (42 ss)}] rext [ {1420 )],

Arrow[{{27+0.3, 0}, {2x+0.3, 5}}], Text [r {27”0-5' ;}]}

Pl ot Range -» {{0, 2x+1}, {-6, 6}}, | nageSi ze -» {400, 300}, AxesLabel - {"t", "x"}]
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En physique, le mouvement harmonique interviensdangrand nombre de phénoménes
oscillations mécaniques;
ondes;
rythmes biologiques;

Animation mouvemenharmonique
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TRV,

Pour animer le graphique précédent:
sur le site http // www.collegedusud.chapp/ applmathg

suivez les liendDocumentsMathematica
/ Annexes: Circuits RLC et nombres complexes;
téléchargez le documeitl_animation_harmonique.nb
exécutez le cahier (menu: Noyau / Evaluation / &smale cahier);
animez les graphiques (sélectionnez la liste dehimaes puis menu: Cellule / Animer les graphicgdsctionnés).

Observez

* le pointH (t) qui effectue un mouvement circulaire uniforme;

* le point y(t) qui, sur I'axe vertical, effectue un mouvemennhiarique;

* la courbet — y(t) qui est I'horaire du mouvement harmonique;

* 'angle trigonométrique au centre du cercleegtila phase (ou I'angle horaire) du mouvement.

m Roéle de la phase et déphasage

Considérons deux mouvements harmoniques de méesseiangulaire
f (t)=rqisin (wt +¢q)
g (t) =rasin (wt +oz)

L'angle horaire est aussi appplase
a1(t) = wt+ ¢, estlaphase dé a l'instantt;

ar(t) = wt+ ¢, estlaphase dg a l'instantt;
¢1 = a1(0) est la phase initiale dg
2 = a»(0) estla phase initiale dg.
L'amplitude, la vitesse angulaire et la phasealt@tdécrivent I'étadie 'oscillateur

La différence des phases est constante:
ap (U) —oag (1) =01 -2
La différence des phases est appdighasage

Le déphasage représente l'avance de phassudg (on dit "l'avance de phase du premier sur le dao").
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La relatior entre les fonctions f el g es la suivante

f (t):rlsin (wt+(01):r1$in (wt+(p1—(02+(p2):
. M . 0] M 0]

riysin (wt +@+3) = —rosin (a)(t+— :—g(t+—)

) w ro W

+ @2

Par rapport au graphe decelui def est translaté du vecteur
_e

w
0

puis étiré ou aplati verticalement du factéur
2

Le décalage temporalt = %représente l'avance flsurg (on dit "l'avance temporelle du premier sur lexdéme). On

a
M
f (t)y=—g (t +at)
ra

Animation déphasage
Voici un exemple numérique:

f (t) =0.8 sin (7t)
g (t) =12 sin (7t -2)

Vitesseangulairt: w w=7 [radian:paisecond]

1=W2 =
période : T = 27” = 27—” =~ 0.90 [secondels
amplitude dé : ri =0.8 [méetre$
phase initiale dé : 01 =0 [radian$
amplitude dg: ro =12 [meétre$
phase initiale dg : Qs = — [radian$
déphasage : ©=01-@p =2 [radian$
décalage temporel : At = % = % ~0.29 [secondels

Pour animer le graphique précédent:
sur le site http // www.collegedusud.chapp/ applmathg
suivez les liendDocumentsMathematica
/ Annexes: Circuits RLC et nombres complexes
téléchargez le documeitl_animation_dephasage.nb
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exécutez le cahier (menu: Noyau / Evaluation / &smle cahier);
animez les graphiques (sélectionnez la liste dehgmaes puis menu: Cellule / Animer les graphicgéectionnés).

Observez

* |la fonction f est représentée par un trait continu; la fonctiopar une courbe traitillée;
* le déphasage, qu'on peut observer au centremlec est constant;

* |la fonction f atteint son premier maximum avagi nous dirons qué est en avance su.

Attention : puisque I'axe horizontal est I'axe du temp$ptetion qui est en avance est celle de gauchest G@irquoi
un décalage temporel positif est représenté pafléctee vers la gauche.

L / N\ / AN
1.0 / \ / \
[ /
[ /
0.5
[ /
i /
0.0 L L L L t
[ /
i /
-05 | /
i /
F /
“10 [ / \ / \
K / \ /
r ¢ At

Signedu déphasageles déphasages sont déterminés par rappodeuideme fonction (ici, par rapport).
Pour plus de précisions, sur le site hitpwww.collegedusud.chapp/ applmathg

suivez les liendDocumentsMathematica
/ Annexes: Circuits RLC et nombres complexes
et téléchargez le documell_signe_dephasage.nb

Caspatrticuliers

=0 concordance de phases:
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p=n oppositior de phase:
1o r / \ / \
: / \ / \
I / \ / \
05 |
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I 2
p=3 quadrature de phases:
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Equivalence des fonctions cosinus et sinus

Les fonctions cosinus et sinus ne different queupadéphasage d'un quart de tour (voir formula&esgvoir

. T
COS (o) =SIn (O(Jr—)
2
) 7T
sSin  (a) = Ccos (onf—)
2
1.0
0.5 »

]

3

~-1.0 +

Par conséquent, tout mouvement harmonique déaritipe fonction cosinus peut aussi étre décrit per fonction
sinus (avec une autre phase initiale)

X (t) =rcos (wt +¢y)

JT JT
=r sin (wt+<p1+§):rsin (Wt +@2) ou @2:@1+§

et réciproquement, tout mouvement harmonique dparitune fonction sinus peut aussi étre décritupar fonction
cosinus (avec une autre phase initiale)
X (t)y =rsin (wt + 1)

JT
=TI cos (wt+<p1—§):rcos (wt +2) ou 02 = 1 - —

Voir exercices 1-1 a 1-3.

8§ 1.2 Circuits RLC

m Eléments du circuit

Dans le chapitre consacré aux systemes d'équdiigiasres, nous avons étudié les circuits élecésqa courants
continus et les lois de Kichhoff. Ces circuits sont com@odé générateurs (de courants continus), de cautsott de
résistances ohmiques dans diverses associations. iMs intéressons maintenant aux circuits a ntsugdernatifs
dont les éléments sont des générateurs (de teratensatives), des conducteurs, des résistancesjols, des bobines
(caractérisées par leurs inductances) et des ceatdems (caractérisés par leurs capacités).

Rappelons les principaux résultats établis dansiles de physique.
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m Générateur

Le générateur - typiquement un alternateur - déliute tension alternative, c'est-a-dire une terginwarie selon une
sinusoide. Il est caractérisé par

A
la tensiondecréteU ou amplitudedelatension (c'est-a-dire la tension maximale),

la frequencev  (ouplsation w=27v, oupériode T= %)
et la phasénitiale ¢;  (c'est-a-direp; = angle de phase a l'instdnt 0).

La tension délivrée par le générateur oscille sEldormule

A
U(t)=Ucos (wt + 1)
Par exemple, une prise électrique ordinaire atension efficacele 230V et une fréquence de 50 Hz (vBormulaires

A
et tablesp. 149-150). La tension de créte &st 230V - V2 ~325V. Elle délivre la tension suivante (apercu durant

0.19):
‘ ooz Jooa| Joos| Joos| Jo1
-100 |
72005»
73005»

Dans un circuit, chaque générateur est représanté gymbole suivant

300 |
200 |

100 |

= Impédance

L'impédance d'une portion de circuit alternatif ixqe I'opposition que cette portion de circuit effiu passage du
courant alternatif. L'impédance d'une portion deust est égale au rapport entre la tension deaéx bornes et le
courant de créte qui la traverse (Mearmulaires et tablés

Z =

—> | C>

Sa forme est analogue a celle de la résistancelg®wourants continuik = LIJ— Mais, contrairement a la résistance,
l'impédancedépendiela fréquenceale la tension aux bornes. L'unité d'impédancéeastim

[Z] = O
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» Impédance et inductance d'une bobine

Une bobine offre une grandésistance inductivaux courants dealte fréquence. Qualitativement, I'i'mpédance d'une
bobine dépend de la fréquence comme suit

[s ']

Plus précisément, I'impédance d'une bobine egioptionnelle & la pulsation de la tension aux berhe coefficient
de proportionnalité est

L = inductance (oucoefficient d'auto-induction
c'est-a-dire impédanced'une bobine est (volformulaires et tabls)

=L w
Une justification sera donnée sous la rubriidphasage d'une bobine
L'unité d'inductance est |efry, notéH

[Z] Q

(0] T 0ecn

Dans les circuits, chaque bobine, caractérisésqgamductancé, est représentée par le symbole suivant

()

L

Le courant de créte qui traverse une bobine dégend fréquence comme suit

A
IAU
-z

A
U
Lw



1-Circuit_ RLC_serie.nb 12

[s )

Commew = 27 v, plus la fréquenc es élevée plus l'intensite du couran & traver: la bobine es faible

m |[mpédance et capacité d'un condensateur

Un condensateur offre une gramdsistance capacitivaux courants deabsse fréquence. Qualitativement, I'impédance
d'une capacité dépend de la fréquence comme suit

©
N

Plus précisément, limpédance d'un condensateim&ssément proportionnelle a la pulsation defssion aux bornes,
c'est-a-dire (voiFormulaires et tablés

1

Z= —
wC

ouC est la capacité du condensateur. Une justificatéya apportée sous la rubriqdéphasage d'un condensateur
L'unité de capacité est leréd, noté F
1 1 S

[C] - - -~ -F
(w][Z] sta Q

Dans les circuits, chaque condensateur, carac{gaisga capacit€, est représenté par le symbole suivant

(@]

Le courant de créte qui traverse un condensatgendiéde la fréquence comme suit
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A A
A~ U U A
|l =—=—=UwC
Z 1
wC
[A] |

[s ']

Plus la fréquence est élevée, plus l'intensitéoduiant a travers le condensateur est grande.

m Résistances ohmiques

Les résistances qui apparaissent ici ont les méffiets que celle que nous avons rencontrées dardririits a
courants continus. En particulier, elles dissigamiuissance électrique recue sous la forme deghphr effet Joule.
Leur impédance est indépendante de la fréquentzetdasion aux bornes

et on a simplement
Z=R

Dans les circuits, chaque résistance ohmique pstgentée par le symbole suivant
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m Conducteurs

Les conducteurs sont des portions de circuit dompédance est nulle. La tension aux bornes d'adweieur est donc
nulle. Dans les circuits, chaque conducteur eséssmté par une ligne continue qui relie entre lesxdifférents
éléments du circuit.

m Courants stationnaires et déphasage

A
Dans un circuit RLC série, lorsqu'on enclenchedeégateur U (t) = U cogwt + ¢1), on constate expérimentalement
que le courantl (t) atteint assez rapidement un état stationnaireoueant prend alors une forme sinusoidalendene
fréguence que le générateur

A
I (t) =1 cos (wt + o)
Par contre, sa phase initiglg est généralement différente de celle de la tentmnlifférence
®=0¢1-¢2

est appelée déphasadiecourantparrapportala tension

7N y — u)"

/ \ / R N (O

Comparons sur le cercle trigonométrique les expressuivantes

| (t)

A
I

=CoS (wt +¢p)

U (t)

=C0S (wt +@1) =CcOS (Wt + o + )
A
U
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(Dans la figure, les angles sont tous orientés tlaeens direct.) On observera queeprésente lestard de phase du
courant sur la tensioou, en d'autres termegvance de phase de la tension sur le courant.

On peut représenter la tension et le courant pareeteurs tournants. Nous avons déja introdyitotet de vue par les
animations du § 1.1; le développement mathémasqree effectué dans le § 1.3.

Les phases initialeg;, ¢, prennent leur sens dans la description de I'étaisiantt = 0. Pour I'étude des états

stationnaires, le choix des phases initiales peateéffectué arbitrairement. Les mathématiciensogfient souvent le
choix suivant

01 =0 = Y2 =01 -¢0=-0
A
U((t)=Ucos (wt)
A
I (t) =1 cos (wt - o)

C'est le choix que nous ferons le plus souvent @assgite du cours.

m Autres formulations équivalentes
Dans la représentation de Fresnel dont nous paderiois tard, on peut adopter le choix
92 =0 = V1=02+0 =0
A
U((t)=Ucos (ut + o)
A
I (t) =1 cos (wt)
Les physiciens expérimentaux utilisent habituellshaes fonctions sinus sous la forme
A .
U(t)=Usin (wt)
A
I (t) =1 sin (wt -o)

Ces choix ne changent rien aux propriétés physiguesysteme. Suivant les données du probléme diulss
poursuivis, certains choix sont préférés a d'autres

Ces trois représentations sont équivalentes parefles ne different que par leurs phases initiabss ce sont des
processustationnairesjue nous décrivons. Ce qui se passe dans lestgsistai suivent I'enclenchement sera étudié
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plus tard, dans un autre chapitre intitEiguations différentielles ordinaire®our l'instant, lestats transitoirese font
pas partie de notre étude.

m Déphasage d'une bobine

Considérons un circuit idéalisé dans lequel lastéace ohmique est négligeable et dont le générdé&iure la tension
U() = U cogwt):

ODO
Ny
L
Selon la loi d'induction
. dl
Ucos (wt)-L—=0
dt

Nous voulons déterminédir(t). On a

Ucos (wt) dt =Ldl

Par intégration

A~

U

—sin (wt) =LI + k (ot k estune constante
w

A I'enclenchement du circuit, le courant est nidgtle choix a faire pour obtenir une solutionistaaire).

I (0) =0 = k=0

|

o 7T 7T . 0
—sin (wt) = cos (wt——):fcos (wt——) oo [ = —
wlL w 2 2 wlL

-

On en déduit I'i'mpédancégdu circuit:

Z = =wl

0
[
ainsi que le déphasage

w:wl,@zzo,(,_

c'est-a-dire la tension est en avance de pha%esdle le courant (ou le courant est en retard deeptiag par rapport a
la tension).
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m Déphasage d'un condensateur

Imaginons le circuit idéalisé suivant dans leqaalénérateur délivre la tensiot) = U coqwt):

ODO

On a les relations suivantes:

dQ
dt

—

—

N
11

ol

On en déduit:
L) =% )
{ 14y

dt ~ C dt
En substituantlf dans (1):
du 1

— =1 (t
dt C )

N 1
~w Usi t)y = —1 (t
wUusin (wt) C (1)
~ T
| (t) =-wCUsin (wt) =T cos (wt+§) ol

L'impédance du circuit est donc
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1

wC

Z =

= C

et la tension est en avance de phase sur le calgant

0 Tt s
0=01-02=0-—~=-—~
1 2 2 2

En d'autres termes, c'est la tension qui est andrele phase d§ sur le courant (ou le courant qui est en avance de

phase sur la tension (%(e)u le courant qui est en retard de phase sur siotele— g).

Voir exercice 1-4.

§ 1.3 Circuit RLC série :
description vectorielle et représentation de Fidsn

m Circuit RLC série

Considérons un circuit ou sont disposés en sérigéngrateur de pulsatien une résistance ohmiqé une bobine
d'inductancd. et un condensateur de capacité

oOo

Le courant qui circule dans le circuit est carasépar sa tension de créte % et son déphasagepar rapport a la
tension.
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L'impédance du circuit est (vdtiormulaires et tablgs

1,2
Z- |R+|wL- —
w
et le déphasage est donné par
1
tan (o) = vt
R

Justification

Dans le circuit ci-dessus, étant dortuhé@) = U sinwt), R, L etC, on se propose de calculé).
Posons I'équation différentielle du circuit:

U=RI LOII 1Q
= +L — + —
dt C
ou, en dérivant,
. dl d2| 1
wUcos (wt) =R —+L + — |
dt dt2

Effectuons la substitutiom(t) = fsirl(wt+goz) qui est inspirée de l'expérience; air%i:wfcos(wtﬂoz) et

‘f—tz' = — w? 1 sinwt + ¢,). L'équation devient

N 1
wUcos (wt) =Rwl cos (wt +¢y) ~Lw?lsin (wt + @) +Ersin (Wt + @)

Utilisons la formule cag — B) = coga) cogB) + sin(a) sin(B):

wUcos (wt) =
wUcos ((wt +¢y) —@y) =wUcos (wt +@y) cos () +wUsin (wt + ) Sin (vp) =
R <1
Rwl cos (wt +@y) + [-Lw?l +EIJS|n (wt + @)

En identifiant les coefficients, on obtient

0
{ wUcos (vp) =Rw ' { FCOS (¢2) =R
A B ) 1 = .
wOsin (pz) =-Lw?l+ 20 9 sin (cﬂz):*wLerl—c
|
On en déduit d'une part
1,2
R2+ —OJL+—) =
wC
. 2 N 2 2 L2
0 0 0 ) ., 0
—COS (@) | +|—sin (¢2)| = - (cos? (w2) +sin © (p2)) = -
0 1,2 12
= Z= — = |R+ 7wL+—) = R+ |wL- —
i wC w

D'autre part,
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1

sin (p) ~@b+ e
tan ((pz) = =
COoS () R
wl - wl—c
tan (¢) =tan (0 -¢2) = -tan (@) = R
Remarques
On remarquera en particulier que
* lorsque l'inductance domine L > %), la tension est en avance de phase sur le cofgran);

* lorsque la capacité est faible, son effet eshidant (b% > w L), la tension est en retard
de phase sur le couragt< 0);

* lorsque la résistance ohmique est trés grarle- {w L- % |), le déphasage est faible £ 0).

m Fréquence propre ou fréquence de résonance

Les effets de la bobine et de la capacité surpbasage étant opposés
1
wl - e
w =
R

on peut s'attendre a ce qu'il existe une fréqupoae laquelle le déphasage est nul:

©=0 = tan (¢) =0 = "7 -0 = wL__C:o

2

= wl = = wé =

1
LC JLC

La fréquencepropredu circuit (ou fréquence de résonance) est

1
wC

w 1

V= —

21 2x4/LC

Cette relation est appelé@mule de Thompson(baron Kelvin):

1
2n1vLC

Pour la fréquence propre, l'impédance du circtitrésimale et le déphasage est nul; de plus, I'tngd@ du courant de
créte est maximale

v

1
Z- |R+ wa—) =R +0% =R

w

tan (¢) =0

Pour la fréquence de résonance, les effets dedméd@t du condensateur sont antagonistes; leittR&C est alors
équivalent a
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Voir exercices 1-5 a 1-9.

m |es vecteurs tension et courant

La forme de la tension

U (t) :LAJcos (wt + @)

est semblable a la forme d'un mouvement harmor{icpie § 1.1). Poursuivons I'analogie et considérdensiouvement
circulaire uniforme associé

LAJCOS (wt + )

N

Ut) = _O(cos (wt +0)

- sin (wt + )

A .
usin (ut +o)
gu'on se repésente comme un vecteur en rotatiomaire uniforme (voir la prochaine figure).

La forme du courant est semblable a celle de sidan

I (t) :IAcos (wt)

Le mouvement circulaire uniforme associé est donc

A
Uty - | cos (wt)

{ cos (wt)
(sin (wt))

IAsin (wt)

gu'on se repésente comme un vecteur en rotatiokaicé uniforme. Les vitesses angulaires des vestait) et (t)
sont les mémes. Le vecteur tension possede uneadenphase de sur le vecteur courant. (Dans les figures, les

angles sont tous orientés dans le sens direct)
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Choisissons un instahbu la phase du courant est un multiple entier de, plus simplement, l'instaht 0:

(angle de phase de F) = (wt) =0
(angle de phase de U ) = (wt +¢) =0
U(0)
(p N
. 1O
g >

Le déphasage représente I'avance de phase de la tension soutant ou, en d'autres termes, le retard de phase
courant sur la tension.

m Le vecteur impédance

Observons les formules pour le circuit RLC séria. g2ut obtenir les mémes résultats en représelfitapédance
comme un vecteur
R

1
(A)L*R

Z-

dont la norme est la valeur le I'impédance
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1 \2
wk - —
wC

N

Z=1Zn=_|R+

1
et dont lI'angle qu'il forme avec le vectéﬂa est égal au déphasage (voir figure):

Etant donné quR = 0, il s'ensuit que

NS
IA
AS)
IA

NN

R
Les deux informations que contient le vect&ug@ savoir la norme Z et I'angyg peuvent étre mises en évidence en
écrivant le vecteur sous la forme polaire

Z-7(2 )
sin (o)

La relation suivante sera aussi utile

cos (v) =~

Il est possible de superposer les trois vectewsan, tension et impédance
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o) >

= WO ) s'ensuit que

A
|

D'une part, les vecteu et U(0) sont liés et de méme sens. D'autre pad,=

—>|C>

||U(O)||=IAZ=IA||Z|| et que

| Go)-rz |

m Représentation de Fresnel

Décomposons le vecteur impédance en trois compesaqipelées respectivement
résistance ohmique
résistance inductivet
résistance capacitive

2- () )+ 3

Dans la figure précédente, on a représenté leswmect

> [
I (0) =
(0) (O
N 0
U(O):FZ:(Rl)Jr AJ+ i
0 wll T

Cette derniére formule donne lieu a la représantate Fresnel (voir aussi [Esrmulaires et tablés
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A
w L1

|
o R

La tension de créte est égale a la norme du vetesion a n'importe quel instant_a représentation de Fresnel donne
une interprétation géomeétrique des relations

=0 | R+

wk - —
w

La formule précédente est la forme usuelle (vaimidaire). Cependant, pour traiter en méme tengpsads particuliers
R=0ouL =0, il est avantageux d'utiliser la formuliis généralesuivante:

wl - L

. wC
sin (9) = ——

Quant au cas particulier ou le circuit ne comppesde condensateyon peut considérer qu'il s'agit d'un condensateur
dont I'impédance est nulle, ce qui correspondlitnite C - oo

‘ wlL
an = —
(©) R

Voir exercices 1-10 et suivants.
8 1.4 Projets

Pour les circuits a courants continus, nous avit@sslois simples telles que
* la loi d'Ohm R-I=U;
* les lois de Kirchhoff (loi des noeuds, loi desuiles).

= Une multiplication étendue a de nouveaux objets

Pour les circuits a courants alternatifs statiomsaidans le cas particulier d'une associatioréga,s10us avons vu que

la relation entreZ, |, U prend une forme relativement compliquée. Sergibdsible de lui donner une forme simple
telleque Z-1 =U ? Mais alors, quel sens faut-il donner a I'afién qui consiste a multiplier deux éléments danpl
et dont le produit est a nouveau un élément du pllus'agit d'une question mathématique qui ebjdt du paragraphe
2, intitulé Nombres complexes
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Des circuits RLC quelconques

Il serait aussi souhaitable que les lois reformmeec la multiplication étendue soient applicalbhes seulement au
circuit RLC série, mais aussi au circuit RLC parial|

ainsi qu'a toute autre forme d'association, pamgke

oao

O

Dans ce nouveau contexte, peut-on encore utikseliois de Kirchhoff ? Les applications a la physideront I'objet du
paragraphe 3 intituléois de Kirchhoff
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Exercice du § 1

m Exercice 1-1

Un véhicule roule a la vitesse constante de %O&‘)n considéere le mouvement de rotation des valuésur des axes

des roues. Les roues ont un rayon de 20 cm. Legvalnt situées a 15cm des axes des roues. Artinst 0, la
valve d'une premiére roue est dans la positiodus Ipasse. La position initiale d'une deuxieme eataesurée selon

l'usage du cercle trigonométrique, egt = % (la roue tournant dans le sens direct).

a) Calculez la vitesse angulaire, la fréquenda période des roues.
b) Ecrivez les angles horaireg(t), a,(t) de la premiére valve et de la deuxiéme valve.

c) Calculez ladéphasagentre les deux valves, c'est-a-dire la différeamttee les
angles horaires des deux valves: a1(t) — a,(t). Interprétez le résultat.

d) Ecrivez les horaires des deux valves par rdagplaurs axes de roues respectifs.

m Exercice 1-2

Sur le cadran d'une horloge, on considére I'aigydidls heures et celle des minutes.
Décidons de décrire la position des aiguilles ayenale I'angle horaire selon l'usage de la trigaxtam (I'angle nul
correspond a la positiont.

a) Ecrivez I'angle horaire de l'aiguille des hswetl'angle horaire de l'aiguille des minutes.

b)  Ecrivez I'angle horaire de l'aiguille des mawusur l'intervall¢4 h; 5h[ de telle maniére que,
a 4h, I'angle horaire de l'aiguille des minutes ioit

c) A quelsintants, entreldet 5h, les aiguilles des heures et des minutes sorg-elle
perpendiculaires ?

m Question 1-3

Une premiére roue dentée de rayom da une vitesse angulaitg. Une deuxieéme roue dentée de raypg'appuye sur
elle pour former un engrenage. Les valeurs ge&,, w, sont données.

La deuxiéme roue actionne une bielle ABC, ce qubar effet d'animer le segment BC d'un mouvementadet vient
sur un axe horizontal.

Pour mesurer les angles, chaque roue est munigpdinhde repeére, celui de la deuxieme étanfAehes angles
horairesa; (t) eta,(t) sont mesurés selon l'usage de la trigonométrieusNsupposon®; > 0, ce qui entraine que

w2<0.
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A

a) Un angle initial quelconque (0) étant donné, exprimez I'angle horaire de la prentiguea (t).

b)  Calculezw,.
Sachant que le chronometre est enclenché a I'tinstale pointA passe dans l'engrenage, exprimez I'angle
horaire de la deuxiéme rous(t).

c) Sans établir I'noraire exact du pdtapproximez-le par celui d'un mouvement harmamiqu

tours

de méme amplitude. Application numérique; = 0.5m,r, = 0.2m, w; = 300 el

d) [Facultatif] Etablissez I'horaire exact du poBi{mouvement d'une bielle).
Comparez les mouvements exact (question d) et mague approché (question c).
m Exercice 1-4
a) Ecrive: les expressior suivante a. moyer de la fonctior cosinu:

I (t) =lsin (wt -0)
U@)=U0sin (wt)

b) Ecrivez les expressions suivantes au moyen fim&dion sinus

I (t)y =0cos (wt - o)
U(t)=0cos (wt)

C) Montrez I'équivalence des formes a) et b).

m Exercice 1-5 (d'apres Monard 24-3)

Un électro-aimant branché sur le réseau de di$itnihn(0 =325V, v =50Hz) est parcouru par un courant dont
l'amplitude est de 0.7A. En supposant que la résistance ohmique est réble, calculez son coefficient de self-
induction.

m Exercice 1-6 (d'apres Monard 24-4)

Une bobine de résistance ohmique négligeable asthée sur une source de courant alternatif dedrémg 50 Hz. On
constate qu'elle est parcourue par un courantldenhaximums valent A. On relie ensuite la méme bobine & une
source de tension dont I'amplitude est la mémelajpeécédente mais dont la fréquence est de 100C&lzulez la
valeur de créte du nouveau courant.

m Exercice 1-7

R, L, C désignant des constantes positives, faites umke ékei la fonction
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1 2
Z(w) = R+ wL——)

wC

En particulier, établissez qie= L w est asymptote oblique du c6té-Heo.

m Exercice 1-8 (d'apres Monard 25-1)

Dans un circuit RLC série, le condensateur a upadaté de 300 pF et la bobine une inductance deH.I2alculez la
période propredu circuit (oupériode de résonangec'est-a-dire la période pour laquelle I'impédaest minimale.

m Exercice 1-9 (d'apres Monard 25-2)

Un circuit RLC série a unigéquence proprele 10 kHz. Sachant que le condensateur a une t@plecb0 nF, calculez

I'inductance de la bobine.

m Exercice 1-10 (d'aprés Monard 24-2)
Un condensateur deuF est relié au réseau de distributidfh% 325V, v =50 Hz).

a) Calculez le courant de créte qui le traverse.
b) Calculez le déphasage.
c)  Quelle devrait étre la fréquence du réseau goerd'amplitude du courant soit égale aA 2

m Exercice 1-11

Dans un circuit RLC série, le condensateur a upadt de 30QF, la bobine une inductance de 5 mH et la résistance

est de 1@. Le générateur est le réseau de distribuﬂii)ra:(325v, v =50 Hz).

a) Calculez la résitance inductive, la résistaragmcitive et I'impédance du circuit.
b)  Calculez 'amplitude du courant et le déphasage

c) Calculez le décalage temporel entre le cowghlat tension.

d) Dessinez la représentation de Fresnel.

m Exercice 1-12
Soit la fonction

0 .
= oul'onpose U=5; R=2; L=1 etC=1.

\/R2+(wL—w1—C)2

a) Représentez graphiqueméle!n fonction dew.

b)  Déterminez pour quelle valeur dda fonctionl est maximale.

c) Représentez la famille de fonctidAmiépendant du paraméfRepour les valeurs de suivantes:
1; 05; 0.1; 3; 5 et 10.

m Exercice 1-13 (facultatif)

Soit un circuit alimenté par la tensidu(t) = U cogwt) et comprenant une résistariRet un condensateur de capacité
C en série.

a) Etablissez I'équation différentielle de l'irgié@ du courant.
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b)  Résolvez cette équation différentielle.

m Exercice 1-14 (facultatif)

La différence de potentiel aux bornes d'un condensale capacit€ = 0.1uFest de 120 V. Au temps=0s, on

branche ce condensateur aux bornes d'une bobinésidtance négligeable et d'inductaihce 1 H. L'intensité du
courant est nulle a cet instant.

a) Calculez la pulsation, la période et la fréqaepropres de ce circuit.

b) Donnez les variations, dans le temps, de legehdu condensateur et de I'intensité du courant.
C) Calculez la charge du condensateur et l'ini@ilsi courant aux instartts= 0.5mst; = 1 ms ett; = 1.5ms.



