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8§ 2 Nombres complexes

Ce deuxiéme paragraphe est une partie consacrderalements mathématigques.

§ 2.1 Le corps des nombres complexes

m Extensions successives

Certaines équations a coefficients naturels omslsalutions dany

aeN, beN = X=a+b eN

Par contre, I'ensemble des solutions de I'équation

1+x=0 et XeN

est vide. On peut contruire une extensiomMdappeléensemble des entiers relatdsnotéeZ, dans laquelle I'équation
précédente possede une solution natée-1. Les équations suivantes possedent une soluti@ren

aecz, bez = X=a-b ez
aecz, bez = Xx=ab ez

Par contre, I'ensemble des solutions de I'équation

2x=1 et xez

est vide. On peut construire une extensio@dappeléaorps des nombres rationnads notéd, dans laquelle I'équa-
tion précédente posséde une solution nméez‘l. Les équations suivantes possedent une solutimmnalle

acQ, beor = X = E 0]
ae e X = a2 e
Par contre, I'ensemble des solutions de I'équation
x2=2 et xe0

est vide. On peut contruire une extensiorQdeppeléecorps des nombres rées notéeR, dans laquelle I'équation
précédente possede deux solutions notées /2 . Par contre, 'ensemble des solutions de I'éguati

2:

X -1 et XeR

est vide.

m Le probléme de I'extension des nombres réels

Peut-on contruire une extension Be appeléecorps des nombres complexatsnotéeC, dans laquelle I'équation
x? = —1 posséde deux solutions not&es+ i ?

Nous exigeons que les principales régles de cedtatives aux opérations définies sur les nomtgels rsoient encore
valables pour les nombres complexes.

m Définition d'un corps

Un corps est un tripletK, +, -) ouK désigne un ensemble de "nombres" muni de dewatpiés internes : I'addition
notée + et la multiplication notégles propriétés suivantes doivent étre vérifiées :
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(K, +) est un groupe commutatif

X, yekK = X+yeK
VX, Y, zekK (X+Y) +Z =X+ (Y +2)
3 0ekK v XeK 0+Xx=x+0=x
v xeK 3 (-x)eK X+ (-x) =0
VX, y€K X+y:y+X
(K*, -) est un groupe commutatif olK* = K\{0}
X, yeK = X -y eK*
VX, Yy, zeK" (X -Yy) -Z=X-(y-2)
3 1leK* v X e K* 1-Xx=xXx-1=xX
1 1
v xXeK 3 |—|ekK? Xx. |—]=1
X X
v X, yeK* X-y=y- X
Distributivité
VX, Y, zekK X-(Yy+2Z)=X-Y+X-2
Exemples
(Q, +, ) es uncorp:s
(R, +, ) estun corps

Contre-exemples
(N, +, ) n'es pasuncorps
(z, +, -) n'est pas un corps
= Le probléme de I'extension des nombres réels

On cherche un corg€, +, -) tel que
1° C contientR
2°  les restrictions des opérations + @t C aR sont les opérations usuellesRie
3° € contient un nombretel quei® = —1.

m Construction du corps des nombres complexes

L'ensemble C
Géométriquement, les réels sont représentés padlroite continue. Selon une idée due a Gauss (1p8&ons pour
C I'ensemble des vecteurs du plan

C:{(g) ‘aeIR, beIR}

Pour faire en sorte gl c C, identifions la droite des nombres réels a lanp@ee composante

a =a ticuli 1 =1
(0) =a, en particulier (0) =

La deuxiéme composante des nombres complexessghéé par le facteur die

(0) b en particulier (2) y

L 'addition
L'addition des nombres complexes coincide aveditiad usuelle des vecteurs du plan.
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a a 0 a+bi

o) = fo) [o) 22
C'es sou: la forme z=a+ bi, appelé forme_cartésienr oL forme_algébriqu, que I'on représeni usuellemer les
nombres complexes. En d'autres termes

|C:{Z|Z:a+bi, ackR, be]R}|

La premiere composante est appelée pegtitle la deuxieéme partignaginaire
Les notations correspondantes sont les suivantes. B=a+bi avecaeR et beR,

Re (z) = a;
Im (z) =b

Les nombreséels sont des nombres complexes particuliers caraégpar
ZeR = Im (z) =0

Les nombres de la forme= b i sont appelés imaginairgsirs lls sont caractérisés par
Re (z) =0

Remarque

La partie imaginaire d'un nombre complexe est unhre réel :
Im (3+5i) #£5i mais Im (3+5i) =5

La régle d'addition des nombres complexes exprinee q

* |a partie réelle de la somme est égale a la spahes parties réelles et
* Ja partie imaginaire de la somme est égalesbtame des parties imaginaires

Pourz; =a; + b, i aveca; eR eth; € R,
Z=a)+hbyi avecayeR eth, € R,

|Z]_+22= (a1+a2)+(b1+b2)i |

(Voir Formulaires et tablés En d'autres termes, pozire C etz € C,

Re (z1 +z5) =Re (z1) +Re (zy);
Im (z1+23) =Im (z1) +Im (z)

Multiplication

La multiplication de deux nombres complexes estapération qui, a deux nombres complexes, faitespondre un
nombre complexe. Pour déterminer la multiplicatomplexe, nous utilisons

* d'une part les régles de calcul des corps;
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* d'autre part, la nouvelle régle que nous voulopenir %= —1.

21-22:(a1+b1i)-(a2+b2i)
:(a1a2+b1b2i2)+(a1b2i+b1a2i)
= (agaz-byby) + (arbz +byaz)i

La multiplication des nombres complexes est défioimme suit

* la partie réelle du produit est égale au prodes parties réelles moins le produit des
parties imaginaires;

* |la partie imaginaire du produit est égale adatie réelle du premier multipliée par la partie
imaginaire du deuxiéme plus la partie imagmain premier multipliée par la partie réelle
du deuxieme

Pourz; =a; + b, i aveca; eR eth; € R,
Z=a)+hbyi avecayeR eth, € R,

[z1-Z,=(aia,-b1by) +(arby, +hray)i|

(Voir Formulaires et tablés En termes équivalents, payre C etz eC,

Re (z1 - z2) = Re (z1) Re (z3) -Im (z1) Im (z3);
Im (z1 -z2) =Re (z1) Im (z2) +Im (z1) Re (z2)

La multiplication de deux nombres complexes sentjse

* du produit scalaire (le produit scalaire de deagteurs du plan donne un nombre réel);

* du produit vectoriel (le produit vectoriel dewevecteurs de I'espace donne un vecteur de l'espac
C'est cette multiplication qui fait tout l'intérd¢s nombres complexes.

(C, +, -)estuncorps
L'élément neutre pour la somme est+ @i = 0.

L'élément neutre pour la multiplication est 0i = 1.

N . 1 1
Montrons que chaque nombre complexe norzqmasséde un mverszetel quez- - =1.

Soit Z=a+hi avec acR, beRr et (a, b) # (0,0).Alors
1 1 (a-bi) a-bi a (-b)
— = = = = + |
z a+bi (@a+bi) (a-bi) a2+b2+0i a2+b? a2+b?
1 a
Re|—| =
z a2 + b2
1 -b
Im |—| =
z az +b?

Les autres propriétés des corps se démontremeigeNous en vérifierons quelques unes dans Egiers.

(C, +, ) estuneextensiordeR

Pour des nombres complexes qui sont réels,

* 'addition complexe et I'addition réelle coineit et

* la multiplication complexe et la multiplicatiogelle coincident. En effet,

(a+0i)+ (b+0i)=(a+b)+ (0+0)i =a+b+0i =a+b
(a+0i) - (b+0i)=(ab-0x0)+ (@a0+0b)i =ab +0i =ab

Dans(C, +, -), 'équation x?>=-1 admepoursolutions x=i & x=-i. En effet,
i2=(0+1i) (0+1i)=(0x0-1x1)+(0x1+1x0)i =-
(=1)%=(0+(-1)i) (0+(-1)i)=(0x0-(-1) (-1))+ (0 (-1) +(-1)1)i =-1

Finalement, le probléme d'extension que nous NBEISSEN0SE est résolu.
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Egalité de deuxnombressomplexesnforme cartésienne

lz1=2, & (Re(z1) =Re(z;) et Im (z1) =Im (z,))]

= Note historique et terminologique

Les motsréel, imaginaire et complexene doivent pas étre pris dans leur sens usuek Bacontexte des mathéma-
tiques, les mots ont un sens particulier et teakmiq

Ce sont des raisons historiques qui expliquenitl@tion. Entre 1545 (Cardan) et 1799 (Gauss), atiliaé les nom-
bres complexes formellement - comme un truc quich@r sans pouvoir leur donner un sens. De la Wenbm
imaginaire Par la suite, méme aprés avoir construit math§memnent les nombres complexes et prouvé leurezdst
le nomimaginaireest resté.

C'est ainsi que les nombriesaginaires(au sens mathématique) sont néammadess (au sens usuel), car ils existent
(au sens mathématique). Par contre, les nombraginaires(au sens mathématique) ne sont gass (au sens
mathématique).

Voir exercice 2-1

8§ 2.2 Forme polaire

m Préparation : formes cartésienne et polaire d'un veteur du plan

3 . . (a
Etant donné un vecteur non nul sous la form&esennev:(

b) c'est-a-dire exprimé par rapport a une base osthon

mée, on peut le représenter sous la fommey) ou
© = norme du vecteur et

- . 1y
¢ = angle principal orienté entre les vecte(Ltﬁ etv.

Le couple(p, ¢) est appelé formegheire du vecteuw.

Si la forme polair& = (p, ¢) est donnée, on peut calculer la forme cartésieanmespondante

o[

L . . . . (4 . .
Réciproquement, si la forme carteS|enne(b) est donnée, on peut calculer la forme polaireespondante
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p =+ a?+b?

Arccos (E) si b=0

V= — Arccos (—2) si b<0

= Module

Le module d'un nombre complexest le nombre réel qui représente la norme dieuecirrespondant. Sa définition
est

Pour z=a+bi avec aeR et beR

| z | =\ a?+b?

On a les propriétés

|z | eR
lz| =0
|z |? = (Re (2))2+ (Im (2))?
|1 | =1

La propriété suivante est appelgégalité du triangle

|Z1+22|S|Z1|+|22|
= Argument

. o " 1
L'argument d'un nombre complexe non nela+ b i est la mesure principale de I'angle orienté daErevecteur{o) et

a
(b)' Son expression est

Arccos (%) si Im (z) =20

- Arccos (%) si Im (z) <0

Arg (z) =

L'argument du nombre complexéron'est pas défini.

On a les propriétés
Arg (z) eR

-t < Arg (z) <

Arg (1) =0
i JT
Arg (i) =3
Arg (-1) =7t
. Tt
Arg (-i) = 3
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Re(z)

= Forme polaire d'un nombre complexe

a

Soitz=a+ bi un nombre complexe non nuliet (b

) le vecteur correspondant du plan. La forme poldire@ecteur est

V= 1(0, 0) avec p=|z]| et o@=Arg (z)
La forme cartésienne du vecteur est

v (COS ((p))

— ) = t :A
sin (¢) avec p=1z]| e o) rg (z)

Le nombre complexe correspondant est le méme nocalonplexez, mais écrit sous la forme polaire

[z = p(cos (p) +isin (p))| avec p=|z| et ¢=Ag (z)

[z | Z | (cos (Arg (z)) + i sin (Arg (z)))]

= Conjugaison
Le conjugué d'un nombre complexest le nombre complexadont la partie imaginaire est 'opposé de celle de
Pour z=a+bi avecaeR et beR,

z=a-bi

En d'autres termes,

Re (Z) = Re (z)

Im (?) =-Im (z)
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Relationsdu conjuguécomplexeavecle module,la partieréelleetla partieimaginaire

SizeR alors z = z. D'autre part,

zz= |z |?%;
zZ+2

Re (z) = s
z-7z

Im (z) = >

En effet, pourz=a+bi avec aeR et beR,

zz=-(a+bi) (a-bi)=a?2-b%i%2+ (-ab+ba)i =a?+b%?= |z |2
z+z (a+bi)+(a-bi) 2a
= =— =a=Re(z)

2 2 2
z-z (a+bi)-(a-bi) 2bi

— = . =—— =b=1Im (2)

2i 2 2

|z_|=|2|;

Arg (ﬂ = -Arg (z)

Pour la démonstration, nous allons utiliser latpades fonctions trigonométriques

Cos (-¢) =cos (@)
sin (-¢) =-sin (o)

En partant de la forme polaire de

Z =p (COS (@) +i sin (¢)) avec ¢ =Arg (2)
dont le conjugué complexe est

z=p (cos (p)-isin (¢p)) =p(cos (-¢)+isin (-¢))
on voit que

’ z_’ =p= 121

Ag (2] =-0=-Arg (2)

Conjuguédela sommedu produitet du quotient
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(Voir Formulaires et tablés En effet, pour; =a; + b, i aveca; eR etb; € R, z=a, +b,i aveca,eR eth, € R,

Z1+2Zy = (a1+b1i )+(a2+b2i ) = (a1+a2)+(b1+b2)i = (a1+a2)—(b1+b2)i =
(ag-bgi )+ (az-boi )= (ar+byi )+ (az+bai ) =2Z1+7Z;
D'une part,
Z1Zp=(ap+byi ) (ax+boi ) =
(agax-biby) + (arby+byax) i = (agaz-byby) - (agby+bgay) i

D'autre part,

Zy Zy=(a1+bii ) (ap+bai ) =
(ay-b1i ) (az-boi ) =(araz-byiby) + (-azby-bgay)i

La démonstration de la regle du conjugué du qubéshl'objet d'un exercice :
Voir exercice 2-2.

Inversed'unnombrecomplexe

Cette relation est évidente.

Application : calcul de l'inverse d'un nombre coaxg.

1 8-5i 8-5i 8-5i 8

8+5i (8+5i) (8-5i) 8252 89 89 89

On l'utilise aussi pour effectuer la division deixdl@ombres complexes:

30 +6i . 1 - 8-5i 1 ) )
——— = (30+61) — = (30+61) =— (30+6i) (8-51) =
8+5i 8+5i 89 89
1 ) 1 ) 270 102
— ((30x8+6x5)+ (-305+6x8)i)=— (270-102i) = — - — i
89 89 89 89
Voir exercices 2-3 et 2-4.
Eqgalitéde deuxnombrescomplexeenforme polaire
Les nombres complexes
27 ) [ 27
Zy =C0S |-— | +i sin |-—
4 5 o 4
Z, =C0S |— | +i sin |—
sont égaux. Plus généralement, deux nombres coegpmnt égaux si et seulement si leurs modulestganix et leurs
arguments ne différent que d'un nombre entier desto
Z,=2p < (|Z1] =122 | et Arg (z1) =Arg (z,)+k2m kez)

Congruences
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Pour dire que deux anglesety sont égaux "a des tours entiers prés", Gaussadiit la notation suivante qui se lip"
est congru & modulo 27"

o =y (Mod2n) = @-¢Yy=k2m pourunk ez

Avec cette notation, la proposition s'écrit

lZ1=2, & (|zi]=]2z,|] et Ag (z1) =Arg (z2) (mod2n)) |

gu'on exprime verbalement comme su# module de j;zest égal au module dg et I'argument dejzest congru a
I'argument de zmodulo 2r.

m Interprétation géomeétrique de la multiplication

| 2122 | = | 21| |22 5
Arg (z1z,) = Arg (z1) +Arg (z2) (mod 2 )

Démonstration
Nous allons utiliser les formules d'addition d'adeda trigonométrie

COS (@1 +@2) =COS (1) COS (@2) -sin (1) sin (¢2)
sin (@1 +¢2) =C€0OS (1) SN (@z2) +sin (p1) COS (¢2)

Ecrivons les nombres complexes sous la forme @olair

Z1 =p1 (COS (1) +i sin (¢1)) avec  p1= | Z1 |, ¢1=Arg (Z1)
Zp = p2 (COS (@) +i sin (¢2)) avec  p2= | Z2 |, @2=Arg (Z2)
Z1 22 =p (COS (¢) +i sin () avec  p= [Z12Z2 |, ¢=Arg (Z127)
On obtient
p (COS (@) +i sin (¢)) =212
= p1 (COS (1) +i SN (1)) p2 (COS (@2) +i sin (¢2))
= p1 P2 (COS (1) +i SN (1)) (COS (@p) +i sin (¢2))
= p1 P2 ((COS (1) COS (92) —sSin (p1) sin (¢z)) +
i (Cos (@1) Sin (g2) +sin (p1) COS (¢2)))
= p1 02 (COS (1 +@2) + 1 SN (1 +p2))
d'ou on tire

o =p102
p=0p1+p2+k2m, kez, c'est-a—dire ¢ =01 +¢; (mod2rn)

En mots (voir figure)
le module du produit est égal au produit des magule
l'argument du produit est congru & la somme dasaegts modulo 2.
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Z1Z3

Z3

02

Q2

En d'autres termes (vdiormulaires et tablés

o1 (COS (¢1) +i SN (91)) P2 (COS (92) +i sin (¢z2))
= p1 P2 (COS (@1 +@2) + 1 SiN (@1 +3))

Voir exercice 2-5.

m Similitudes linéaires directes

Unesimilitude linéaire directest une application

CL C, zf (2)

qui est la composition d'une homothétie de rappord et d'une rotation d'ange
En vertu de l'interprétation géométrique de la iplitation, nous pouvons dire que la multiplicatipar un nombre
complexe non nuk

f (z) =az
est une similitude directe dont le rapport d'’horétighesip = |a| et 'angle de rotation egt= Arg(a).

Voir exercices 2-6 et 2-7.

m Formules de de Moivre (1730)

Pournez et z+0
[z 1= |z |";
Arg (z") =nArg (z) (mod 2rr)

En d'autres termes, (vdtormulaires et tablés

|(p (cos (@) +i sin (@)))" =p" (cos (ne) +i sin (ne)) pour n ez
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Démonstration
En utilisant les régles précédemment établies |goproduit

|22 =jzz|=|z| |z|= ]|z
Arg (22) =Arg (zz) =Arg (z) +Arg (z) =2Arg (z) (mod 2 )
En itérant
2% = | 2%z |= 2% | |z |=1z" |z|= |z
Arg (z3) =Arg (z%z) = Arg (2?) +Arg (z) =
(mod 2 )

2Arg (z) +Arg (z) =3Arg (z)
Pourn= 1, on peut écrire ces formules sous la forme mktireffectuer des produits itérés :
|z | et o=Amg (z)

Z=p (Ccos () +i sin (¢)) avec p =

z%2 = p? (cos (2¢) +i sin (2 ¢))

z" =" (cos (ne) +i sin (no))

La formule est ainsi vérifiée poar>0. Poum=0 etz+0, on a

2% =1= |2z
Arg (z°) =Arg (1) =0=0Arg (z) (mod 2 1)
Pour les exposants entiers négatifs, on peut ser@maux cas précédents. En effet, porid,
[z 2" =1z 2" = 1] =1
1 1
= |z"|= - =z "
| z" | |z |"
Arg (z") +Arg (z") =Arg (z"z") =Arg (1) =0 (mod 2 )
(mod 2 )

= Arg (z™") = -Arg (z") = -nArg (z)

Pourn= -1, les formules de de Moivre nous donnent un cetcpher intéressant qui exprime teoduleet'argument

del'inverse

1

e
]E—Arg (z) (mod 2m)

N|IRPN|R

Arg [

1 1 o
=— (COS (-¢) +1 SIn (-9))
Je)

P (COS (@) +i sin (¢))

Voir exercice 2 - 8.

= Notation exponentielle

L'exponentielle réelle possede les propriétés stmga(rappel)

ex+y — eX ey

(ex)z - eX @X - gX+X :eZX

(eX)" = e ou e ~2.718
Pour représenter les nombres complexes, Euleraint en 1743 la notation suivante, appelée rutatxponentielle
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[e" ¢ =cos () +i sin (o) |

dont voici quelques cas particuliers

(D_.
o

I

H

(D_.

— Nl
I

nls )

I

|

La formepolaireprend alors la forme suivante

[z=pe€"" | ol p=|z]| et o=Arg (z) (mod 2 71),
| pe'® | =0 ;
Arg (pe'®) =¢ (mod2n)
L'égalité de deux nombres complexes non nuls pleefatme suivante
p1e P =pe ®? = (p1 = P2 et p1=¢92 (Mod2r))
Dans cette notation, le prodaié deuxnombrescomplexesgprend une forme simple
| (pl ei ‘Pl) (pz ei ‘PZ) = p1 02 ei (p1+02)
(Voir Formulaires et tablgs En effet,
(o€ %) (o2 e )
=p1 (COS (@1) +i sin (1)) p2 (COS (@) +i sin (¢z))

= p1 P2 (COS (1 + () + 1 sin
= 01 02 gl (01+02)

Le conjugué d'un nombre complexe est

pei ¢=pe—i 4

En effet,

pe Y=p(cos (p) +i sin (p)) =

o (COS () —i sin (¢)) =p (COS (-@) +i sin

Les parties réelle et imaginaire sont données par

(01 +©2))

(o))

. el viele
Re (oe' ?) =pcos (o) =DT;
. el v_e-iv
Im (oe' ) =psin (o) =p Y
En effet,
el vyeio (COS (@) +i sin (g)) + (COS (-@) +i sin (-¢@))
o 5 =p 5 =
(COS (@) +i sin (p)) + (cos () -i sin (o)) )
e 5 =
2cos (p) .. i
p# =pcos (p) =Re (p (cos () +i sin (¢)) =Re (pe'?)
eiv_giv (oS (@) +1 sin (p)) - (cos (-@) +i sin (-@))
e =p =
2i 2i

c¢' est—a—dire

Dei (-v) - pe*i @
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(Cos (@) +i sin (¢)) - (cos (@) -i sin (o))
D =
2

21 sin (o) ) . .
pT:psm (¢) =Im (p (cos (@) +i sin (p)) =Im (pe'?)

L'inverse d'un nombre complexe est

En effet, posong, = p€¥, 2, = —i e'¢ et vérifions quey 2 = 1

(pe'¢) |—e'?|=|p—]| (e'¥e!?)=1e"¢"?=¢ %=cos (0)+isin (0)=1
o o
La formulede de Moivre s'écrit
(pei “’)n=p”ei““’ pour nNez

En effet, pouneZ, on a

(o' *)" = (o (cos (¢) +i sin (©)))"
=p" (cos (ng) +i sin (ng))) =pe' "¢

Remarque
Euler ne s'est pas contenté d'utiliser cette motgiar simple commodité. Il a aussi étendu 'expbeke réelle aux

nombres complexes et justifié les formules par"déseloppements en série". Mais ce point de vuaskples ambi-
tions de ce cours.

La formule suivante, due a Euler (1743), est célebr
el =1

car elle relie trois constantes mathématiques fimeddales : le nombre le nombree et le nombré.

m Racines complexes
Pour déterminer les racines complerasmes de, on cherche les nombres (sous la forme polaire) tels que
(0e*?) "oz

Dn einw:Z

o" =Abs[z] el ne=Arg [z] (mod2mn)
o" =Abs[z] el ne=Arg[z] +k2n, k ez
Arg [z 2
o=+Abs[z] et (p:£+k—ﬂ, k € z
n n
Arg [z 27
o=+Abs[z] et w:£+k—, k {0, 1, .., n-1)
n n

Retenons que tout nombre complexe non nul posséagines complexes.

Voir exercices2-8a2 - 13.
§ 2.3 Nombres complexes dans Mathematica

Si on utilise le clavier, c'est le symbole | qusidie la partie imaginaire d'un nombre complexe.
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30 +6 1
8+51
270 102 1

89 89

Si on utilise la palette, c'est le symbolgui désigne la partie imaginaire d'un nombre cexgpl

1
B 8+51
8 51

89 89

W

30+6 1
z=——
8+51

270 102 i

89 89

Des fonctions permettent de calculer la partidegkl partie imaginaire et le conjugué :
Re[w]

8

89
Im [w]

5
89

Conjugate [w]

8 5i

P
89 89
Mathematicapeut aussi calculer le module et I'argument
p = Abs[z]
26
89
N[p]

3.24297

¢ = Arg [z]
17
~ArcTan [— |
45
Nle]

-0.361204
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1-1
Arg[ ]
1-43 i
_i, 3
ArcTan | S ]
1 V3
e
1-1
FullSimplify A
sty 19 [———]]
JT
12

La notation exponentielle est reconnue. Pour désitexponentielle, on peut utiliser soit la letEedu clavier, soit le
caractéree de la palette :

pe'?

26
6 | —
89

-1 ArcTan [ﬂ}
e 45

Re[p e"“"]

270

89
Im [p ei"]

102

89

Par exemple, pour résoudre une équation sur lesa@p nombres complexes,
Reduce [wx ==z, x, Complexes ]

x=30+61

Clear [a, b];
Reduce[a+ib =x+14y, {X, y}, Complexes ]

y=-i1a+b+ix
Dans les équations littérales, si des paramétregesinconnues sont des nombres réels, il fadtdirer explicitement

Reduce[a+ib==x+iy Aa € Reals A b € Reals A x € Reals A y e Reals,
{X, v}, Complexes ]

(b |a) eReals&&x =a&&y=">

m Racines complexes
Avec Mathematicacalculons, par exemple, la racine cubique &%

Clear [z]; Reduce [z%:=5+24, z, Complexes |

z=(5+2)8 |jz=-(-DH3 B+21)18 |1z = (-1)%23 (5+21)1/8
Remplagon®r]...] parList]...]

Apply [List, Reduce [z® =5+24, z, Complexes ]]

{z=(+21)"% z =-(-1)'3 (5+21)1%z = (-1)?® (5+21)Y3}
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Remplacons encoiequall...] par la valeur du membre de droite. On obtientéenble des solutions:
es = Apply [List, Reduce [z%®=5+24, z, Complexes |] /. Equal [z, vz_] »vz
{ (5 +2 ]-1)1/3’ _ (71)1/3 (5 +2 ]-1)1/3’ (71)2/3 (5 +2 ]-1)1/3}

Traduction en notation exponentielle:1 = ¢'*;  (=1)P=¢'P™; —(-1)P = ¢/ ' PT = ¢! (P+D7 .

1
(5+ 21i)3 désigne pe racine cubique:

ComplexExpand [ (5 +21) l/3]

1 2 1 2
291/6 Cos[g ArcTan [g ] +1i 298 Sin [5 ArcTan [EH

ComplexExpand [es]

1 2 1 2
{29%/¢ Cos|— ArcTan [— || +129%® Sin [~ ArcTan [ |],
3 5 3 5
1 1 2 1 1 2
-~ 296 Cos[— ArcTan [~ ]] +— /3 29Y/® Sin [~ ArcTan [—|] +
2 3 5 2 3 5
1 1 2 1 1 2
i (— /3 2916 Cos[— ArcTan [—]] - — 29%/6 Sin [— ArcTan [—H]
2 3 5 2 3 5
1 1 2 1 1 2
~— 296 Cos[— ArcTan [—]] - = /3 29Y/® Sin [— ArcTan [—|] +
2 3 5 2 3 5

|
)

1 1 2 1 1
i (— \/3 29%/8 Cos|— ArcTan [— ]| - — 29%/6 Sin [~ ArcTan |
2 3 5 2 3

N[es]
{1.73872 +0.221722 i, -0.677344 -1.61664 1, -1.06138 +1.39492 1}

Voir exercices2-8a 2 - 13.

Exercices du § 2

= Exercice 2-1 [Sans ordinateur]
a) Démontrez qugC, +, -) vérifie la loi de distributivité
VX, Yy, zeC X-(Yy+Z) =X-Y+X-2Z
b) a, b désignant des nombres réels, démontrez que lesndenbres complexes suivants
a-ib

a2 +b?

Zi=a+i b, Zy =

sont inverses, c'est-a-dire
212, =1
c) PourpeR, zeC, z €C, 2 eC, démontrez les propriétés suivantes
Re (z1 +z,) = Re (z1) +Re (z3)
Im (z1+z5) =1Im (z1) +Im (z5)
Re (pz) =pRe (z)

plm (z)

Im (p2z)
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m Exercice 2-2 [Sans ordinateur]

Démontrez que

Z]_J
Z2

m Exercice 2-3 [Sans ordinateur]

N
o

N
N

Mettez les nombres complexes suivants sous la foartésienne

1+2i 1 -2
1-2] (1+2i) (3-i) 1.i /3

m Exercice 2-4  [Sans ordinateur]

Etablissez la formule pour calculer le quotientidex nombres complexes donnés sous la forme eartési

Z1 a1+b1i .
—_— = = ... ou z,+0, a; =Re(z1), .., b2 =Im (z5)
Zo a2+b2|

Vérifiez la réponse obtenue avec le formulaire.

m Exercice 2-5 [Sans ordinateur]

A partir des regles de la multiplication

| 2122 | = | 21| | 22|
Arg (z,2,) = Arg (z,) +Arg (z3) (mod 2 1)

démontrez les formules suivantes

a) PourpeR, p>0 et zeC
Arg (pz) =Arg (z)
et donnez une interprétation géométrique.

b) Pourz eC, z + 0,

1 1
Zo B 1 Zp |
C) Pourz;eC, % €C, 2z +0,
Zq ~ | Zq |
Zo | Z2 |
d) Pourz eC, z + 0,
1
Arg [—] = -Arg (z;) (mod 2 )
Z3
e) Pourz; €C, 2 €C, 2 + 0,
Z;
Arg (—J = Arg (z1) -Arg (z,) (mod 2 )
Z3

m Exercice 2-6 [Sans ordinateur]

Un nombre complexe étant donné, on s'intéresse au nombre complexe i.
a) Calculez | w| en fonction de| z| et
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Arg(w) en fonction de Arg).
b) Construisez le nombre complexewvec la régle et le compas, c'est-a-dire cheiziss
un vecteur qui représentepuis construisez le vecteur qui représemte
c) Mémes questions pour le nombre complexez .
Donnez une interprétation géométrique de la midégion pari? = 1.
d) Mémes questions pour le nombre complexez i.
Donnez une interprétation géométrique de la midéifion pari® = —i.

m Exercice 2-7 [Sans ordinateur]

a) lllustrez géométriguement I'opération d'additiansC : deux nombres complexes
71, 2, étant donnés, construisez, avec la régle et lgpasnte vecteur qui représente
le nombre complexe

W=2Z1+23
b) b étant un nombre complexe fixé, interprétez géamétment la translation dedansC

f (z) =z+b

= Exercice 2-8 [Sans ordinateur, puis avedathematica]

Déterminez le module et I'argument des nombres tEx@p suivants

z
Z1=2-21i, Z>=1-1i 3, Z1 2o, o
Z7

m Exercice 2-9  [Sans ordinateur]

Etablissez la formule pour calculer le quotientdex nombres complexes donnés sous la forme polaire

z; prel» R
— =—>= .. ou Z#+0, p1= |21 |, s @2 = Arg (zz)
22 02 el ©p2

m Exercice 2-10

a) [Sans ordinateur]Ecrivez le nombre suivant sous la forme cartégienn
c'est-a-dire calculez sa partie réelle et sagartaginaire

<\/3_+i

) 1967
b) [Avec Mathematica)Vérifiez la réponse obtenue, ainsi que certaifsutaintermédiaires.

m Exercice 2-11 [Sans ordinateur]

Résolvez dan€ I'équation

1-iz

Re =0

1+i z
et interprétez géométriquement I'ensemble desisnfutians le plan.

Indication : écrivezz sous la formez=x + iy oux=Reg2 ety=Im(2.

Remarque : Il est demandé de s'exercer a faire de telsilsagans ordinateur. Aprés avoir fait les calculs @ain, on

L, g , . .. o \ . s 1-i(x+i
peut vérifier la réponse av&tathematicaPar exemple, ici, pour vérifier I'expression siifig¢ de R 1+:EX+Z i;] on

peut calculer
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20

1 X2 y2

X2+ (1-y)2 x24 (1-y)? X2+ (1-y)2
On peut aussi résoudre I'équation

1-4 (X+1y)

Reduce[Re[ ] ==O/\x € Reals /\y e Reals, {x, y}, Complexes ]

l+4 (X+14y)

71<X<0&&(y::7 1-x2 Hy::ﬂllfxz))‘l
(x=08&y = -1) |1 [0<x<18&[y = \/1-x® |1y =\/1¢ || || (x =188y = 0)

(X =-1&&y =0) ||

m Exercice 2-12 [Sans ordinateur, puis avédathematica]

On donne

1+i \/3_

1-i

z

a) Ecrivezz sous la forme polaire ou exponentielle.
b)  Déterminez le plus petit entier positifels quez" soit réel.
C) Déterminez le plus petit entier positifels quez" soit imaginaire pur.

m Exercice 2-13 [Sans ordinateur]

21, 2 désignant deux nombres complexes non nulszseitque

1 1 1

_ = — 4+ —

4 Zq Zo
a) Exprimez, | z|, Rg2) et Im(2) en fonction de, z.

b) Notonsa; = Re(zy), by =Im(zy), ax = Re(2,), by = Im(2p).
Exprimez | z|, R&2) et Im(2) en fonction dey, by, ay, by.

C) Exprimez Argz) de diverses maniéres.

m Exercice 2-14 [Calculez d'abord sans ordimeur, puis vérifiez avecMathematica]
On donne
2 5 1 7
Zy=—+—1; Zp=— +— |
‘"3 6 "2 3

a=1z% b==; c=2
Zy Zy
d--22; e=Re(2); f =222
Z1Z1 Zy Re (z3)
_ Z2 . _ Im (z3)
g =1Im (21—22 ) h = Im (z1)-Re (z3) *

Représentez graphiquement les nombres complexemsuidans le plan de Gauss:

1 Zq
Z1, Zy, Z7, —, —.
Z1 Zo
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m Exercice 2-15

Résolvez dan€ les équations suivantes, d'abaans ordinateurpuis avecReduce]...]

a) 5z=8iz +81-5i
b) z+2iz = 8+7i
c) 22 =1+i
1
d) z+— =1
z
m Exercice 2-16 [Calculez d'abord sans ordimeur, puis vérifiez avecMathematica]

Calculez les expressions données

a) (1+i)3
b) (L+i)*
25
c) Zi k
k=1
20
d) D lLwink
k=0
m Exercice 2-17 [Calculez d'abord sans orditeur, puis vérifiez avecMathematica]

Ecrivez les nombres complexes donnés sous la fpaieére

a=2+2i; b=-24+2i: ¢c=2-2+/3
d=3i; e=(1+i)% f=@-i)?

9= g7 h=2d (1-i)*

m Exercice 2-18 [Calculez d'abord sans orditeur, puis vérifiez avecMathematica]
Exprimez les expressions trigonométriqueg g3 et sin3 ¢) en fonction de ca@g) et sify).

Indication: utilisez la formule de de Moivre.

m Exercice 2-19 [Calculez d'abord sans ordimeur, puis vérifiez avecMathematica]

Démontrez que

CRRE]

cos (15°) = A

Indications: utilisez le fait que

U
12 3
m Exercice 2-20 [Sans ordinateur]

Donnez une méthode de construction a la régle ebmpas du produit et du quotient de deux nomboegptexes
donnés quelconques.

Indication: Etant donnés trois segments de longueurpy,lp,, le théoréme de Thalés permet de construire an qu
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trieme segment de longuepr= p; po.

m Exercice 2-21 [Calculez d'abord sans ordimeur, puis vérifiez avecMathematica]

a) Calculez les racines cubiques de l'unité, c'eitedles nombres complexesels quez’ = 1.
Indication : utilisez la forme polaire.

b) Représentez ces trois racines dans le plan desGau
.2
C) Vérifiez que ces trois racines sont de la forme, 1v? avecw =€ = .
m Exercice 2-22 [Calculez d'abord sans ordimeur, puis vérifiez avecMathematica]
a) Calculez les racingsémes de I'unité, c'est-a-dire les nombres completads quez” = 1.

Indication : utilisez la forme polaire.

2n

b) Vérifiez que ces racines sont de la forme &, ?, ...,0" ! avecw = .

c) Pourn =12, représentez ces racines dans le plan de Gauss.

m Exercice 2-23 [Calculez d'abord sans ordimeur, puis vérifiez avecMathematica]
a) Calculez les racines cubiques du nombre complexe

b) Représentez ces trois racines dans le plan desGau

m Exercice 2-24 [Facultatif]

[Calculez d'abord sans ordinateur, puis vérifiezcdlathematicd
Interprétez géométriquement l'application

f:C—C
ze (1+i)z

Donnez l'image pdrde I'ensemble

D={zec| 1z1=1}.

m Exercice 2-25 [Facultatif]

A partir des développements en série entiere desifms suivantes (voiFormulaires et tablés

x2 x3 x* x5 x5 x7 x®8 x°
=l X+ — +— +— F— F— +— +— +— +

21 3 4 51 6! 71! 8! 9!

x3 x5 x7 x9 xu
sin (X)) =X-— +— - — + — -
3 51 71 91 11!

+ o

et sachant que les séries précédentes convergaitiaent (c'est-a-dire qu'on peut réarranger liergniordre des
termes), montrez qu'on peut en tirer la relatiGuldr

et? =—cos (p) + 1sin (o)



