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§1 Equations différentielles ordinaires
du premier ordre

8§ 1.1 Equations différentielles ordinaires

m Poser une équation différentielle avec condition itiale

Partons d'un probléme de dynamique a une dimefsionvement rectiligne).

Au cours de son lancement, une fusée montée sailurorizontal est soumise a deux forces:
la premiére est due au moteur qui produit une ggErIsonstantp;
la combustion du carburant fait diminuer réguimeat la masse

Fi = p, m=np-qgt ou p, My sontdesconstantes

la deuxieme est causée par le frottement deglaiest proportionnel au carré de la vitesse
(écoulement turbulent):

Fo=-r v?2 ou I estune constante

De la loi de Newton, on tire

Fi +F,  p-rv?
a =

m  m-qt

Les constantep, my, q étant données, on cherche la vitesse, c'est-dadioactiont — v(t) qui satisfait I'équation
p-rv2

Vie ——

m-qt

Une telle relation qui exprime la dérivéeden fonction de etv est appelée équation différentielle.
Les forces ne suffisent pas a déterminer univoguoetaevitesse: il faut encore donner la vitesstala

v (0) =0

Pour obtenir des valeurs numériques, considérocadgarticulier suivant:

p=4N

nmy = 8 kg
k

q-2-2
N s?

r =1 —
IT2
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m Vérifier une solution donnée

Pour gagner du temps, il arrive que le professeustysique donne la solution de I'équation difféedle et se contente
de la vérifier. Montrons maintenant que la fonction

-t2+8t
vVit)=2—.—
t2-8t +32

est solution. Remplacons d'abst) dans le membre de gauche de I'équation diffétentie

) =2 (-2t +8) (t2-8t+32) - (-t2+8t) (2t -8) 128 “t 44
\ = =
(t2-8t +32)° (t2-8t +32)°

Remplagcons maintenawntt) dans le membre de droite de I'équation différdatie

2
4-vy2 4*4(t£f;18f32) (t2—8t+32)2—(—t +81)2
4

8-2t 8-2t (8-2t) (t2-8t +32)°
32 (2t2716t+32> 32%2 (t -4)2 “t 1+ 4
4 4 - 128
(8-2t) (t2-8t +32)° 2 (4-t) (t2-8t +32)° (t2-8t +32)°

En comparant les deux membres, on voit que la ifmmutt) satisfait I'équation différentielle.

Montrons maintenant que la fonctieft) satisfait aussi la condition initiale:

0
V (O) = 2 —_— = O
32
Il s'ensuit que la fonctio(t) donnée est une solution de I'équation différdeti@ec condition initiale. Nous verrons
plus tard que la solution est unique.

Nous nous proposons maintenant de dessiner céitéoao Comme temps maximal, choisissons l'instante 95 % de
la masse de la fusée a été brilé, temps donné pandition

Mo
0.05 my=mp - qtmax = t max = 0.95 —
q
p=4 m0=8;q =2; r =1,
mO
tmin =0; tmax = 0.95 —;
q
Clear [v, t1;
-t24+8t
vit 1:22—m—
t2-8t +32

SetOptions [Plot, Axes - True, AxesOrigin - {0,013},
DisplayFunction - |dentity, AxesLabel - {"t\n [s]"," Yy [MVs]"},
AspectRatio - 1, ImageSize - {300, 300 }, PlotRange - All 1;

courbe =Plot [v[t], {t, tmin , tmax }, DisplayFunction - ldentity 1;

Show[courbe , AxesLabel - {"t\n [s]"," v [nVs]"}, DisplayFunction - $DisplayFunction ]
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Autrement dit, si la courbe passe par le p¢in), alors la pente de sa tangente en ce point esiggopar la relation
4-\2

fonctionnelle f(t, v) = Tt

Pour vérifier la solution donnée, il est possiblgitiser Mathematica

4-v[t]?
Simplify [v' [t] _#]
8-2t
0
v [0]
0

m Définitions et terminologie



1-1_EQ-DIFFERENTIELLES.nb 5

Une équation ifférentielle est une équation dans laquelle apparait une @iephsdérivée(s)d'une fonction inconnue
y(®.

Une équatiordifférentielleordinairedu premierordreest une équation de la forme suivante

y =f (t,y)
On utilise aussi la notation équivalente

dy
— —f (t,
" (t, y)

Une solution de cette équation est une fondtieny(t) qui vérifie la relation
y (t) =f (t, y (t)) pouttouit dan:unintervalle.

En regle générale, une équation différentielle @dswune infinité de solutions. Mais, si on presieitplus une andi-
tion initiale

y (to) =Yo

alors, sous des hypothéses assez générales, tiarsglt) existe et est unique.

Dans une équation différentielledinaire, on cherche une fonctiahiune seule variablg par opposition a une équation
différentielle aux dérivées partielles dans laquelh cherche une fonction de plusieurs variables.

Dans une équation différentielle ordinaireghemierordreapparait lalérivée premierele la fonction cherchée (c'est-a-
dire y'(t)), mais pas la dérivée seconde ni d'autres dériVéedres supérieurs.

Les équations différentiellem&aires font I'objet du § 1.4.

m Travaux dirigésdu § 1.1

Un travail dirigé consiste en un mélange d'explices, de questions et d'activités. Il s'agit évidemt de comprendre
les explications données, de répondre aux questiosees et de réaliser les activités proposées.

m 11-TD1 Croissance dont le taux par unité de tengpest constant
Clear [r, n, t]

SetOptions  [Graphics, Axes - True, AxesOrigin - {0,013}, Prolog -> PointSize [0.016 ],
PlotRange - All, AxesLabel - {"t"," C/CG"}, AspectRatio - Automatic,
ImageSize - {250, 250 }, DisplayFunction - $DisplayFunction 1;

SetOptions [Plot, Axes - True, AxesOrigin - {0, 0 3}, Prolog -> PointSize [0.016 1,
PlotRange - All, AxesLabel -» {"t"," C/C"}, AspectRatio - Automatic,
ImageSize - {250, 250 }, DisplayFunction - $DisplayFunction 1;

Premiéreétape: suitegéométriguale raisonr

Comme étudié dans le cadre des intéréts compasgsidérons une quanti@ qui, a chaque unité de temps, augmente
du tauxi

CL=CG+i G=CG (1+i)=GCGr ol r=1+i
Co=Citi Cl=Ci(1+i)=Cir =Cor?
C=C+i G=C (1+i)=Cr =Cyr?

La suite des valeurs acquises forme une suite géigoe de raisorr =1+



1-1_EQ-DIFFERENTIELLES.nb 6

E-Gr] ten, Y

Deuxiémeétape: fonctionexponentiellede baser

Considérons maintenant que la variabést réelle, c'est-a-dire continue. L'expressiavasiie est alors une fonction
exponentielle de base

C(t)=Cyrt, t eR

L'exemple numérique est calculé avec le taey80%. Dans le graphique, on a représenté le rap(g)‘oque I'on
0

interpréte ensuite comme étant la quar@ité exprimée dans l'unit&,.

Plot [r' /.r »1.3", ({t, -2,8}, Epilog - {Table [Point [{n, r" /.t » 1.3 }], {n,0,8 }1}]

—

accroissement par unité de temps

Par définition, le taux d'accroissement par unééeinps est le rappart capial

C(t+1)-C(t)
C(t)

Dans le cas ou le taupest constant, il s'ensuit que
C(t+1)-C(t)=iC(t)
C(t+1)=C(t)+i C(t)
C(t+1)=(1+i)Ct)

C(t+1)=rCt) ou r=1+i

Troisiemeétape: fonctionexponentiellede basee

Passons de I'exponentielle de baad'exponentielle de bage

C()=Cyr't
C(t
( >:rt:exp (In (rty)y =t M) = e o0 X =1In (r)
G
[C(t)=Ce'l} t eR, x=In (r)

Cette formulation est équivalente a la précédente

Plot [e*" /.aA>Llog[13 1, {t, -2,81}]
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—

Quatriemeétape équationdifférentielled'unegrandeulC(t) qui varie selonun taux constant

C(t) =Cye't
Calculons la dérivée
C (t)=Crer =C (1)
On obtient I'équation différentielle
C (t) =aC (t) ou A estune constante

Retenons le résultat Proposition TD 1

Si une grandeur C varie selon un taux i constant,
alors la dérivée de C est proportionnelle a C.

Cette équation différentielle posséde une infidiéésolutions, par exemple,

C(t) =e’t
C(t) =2¢e"
C(t) =mett

Pour obtenir une solution unique, on ajoute uneitimm initiale
C(0) =G ou G estunevaleurinitiale donnée

Le probléme de croissance a taux constant peuttenaint étre récrit sous la forme d'une équaticiérdintielle avec
condition initiale

C (t)=xC (t)
C(0) =G

ouA etCy sont des constantes données par exemple In(1 +i).
La solution de ce systéme est la fonction

C(t) =Cyet

Cinquiemeétape: interprétatioméométriqualu tauxetdela dérivée

Considérons la fonction exponentiel® (t ) = Gy e’!.

La droite sécante qui passe par les pgbit<C(0)) et (1, C(1)) a pour penteC(liig(O) = C(lc);(g(o) Co=1iCy.

La droite qui est tangente a la courbe en 0 a pente C'(0) = ACy = In(r) Cy = In(1 + i) Co.
Dans le graphique ci-dessous, I'axe des ordonrstegadué dans I'unif€,]; en d'autres termes, la fonction dessinée
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Numériquement, les valeurs dg 1) sont ici

{i,Log [1+i]}/. i 03

{0.3, 0.262364 }

Les deux valeurs sont voisines car le taux d'asseoient moyen d€ sur l'intervalle[t, t+ 1] est une approximation

de la dérivée de&C en't

C(t+1)-C(t
(el -ct)

1

C(t+1)-C(t) C (t)
> =

C(t) C(t)

C (1) -C 0 C (0)
— ~

C (0) C (0)
= i = A

Question [sans ordinateur]

Un capital de 16: 000 Fr est placé au taux annuel d#.3
Ecrivez I'équation différentielle avec conditioitisle a laquelle obéit la valeur acquisé).

Activité [sans ordinateur]

Parcourez a nouveau les cinq étapes de la démarébédente en décrivant une grand&@y qui décroit de moitié en

T =12 unités de temps. Imaginez qu'il s'agit, par exepe l'activité d'une source radioactive.
En particulier, calculeg r, etA en fonction de la demi-vié.

m 1.1-TD 2 Phénomeénes dont le taux d'accroissementiagf est constant

Notion detauxd'accroissememtlatif instantané

Accroissement de la fonctiohsur l'intervalle[t, t + At]:
A o=f (t +at) —f ()

Accroissement relatif de la fonctidnsur l'intervalleft, t + At]:
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Af f(t+at)-f (t)

f f(t)
Taux d'accroissement de la fonctibrsur l'intervalle[t, t + At]:

Af f(t+at)-f (t)

At At

Taux d'accroissement relatif de la fonctibisur l'intervalle[t, t + At]:

f fteat)—f (t)

At f (t) at
En particulier, le taux d'accroissement relatifaénctionf sur un intervalle d'une unité de tenipst + 1] est appelé

taux d'accroissement par unité de terepgst noté :

fot+1)-f (t)
fo(t)

Taux d'accroissement de la fonctibra l'instant
fr(t)

Taux d'accroissement relatif de la fonctib@ l'instant

= ou A estune constante réelle

\

f(t)=xf (t)] ol A estuneconstanteréelle

Retenons le résultat Proposition TD 2

Si le taux d'accroissement relatif instantané 2 d'une fonction est constant,
alors la dérivée de la fonction est proportionnelle a la fonction.

Questions [sans ordinateur]
Pour les fonctions exponentielles
f (t)=crt, g (t) =aelt

montrez que les quantités suivantes sont indépérsldet :
a) le taux d'accroissement relatif sur l'inter@] t + At];
b) e taux d'accroissement relatif a l'instant

m 1.1-TD 3 Fonction dont la dérivée est proportionnéé a la fonction

Montrons la réciproque des propositions énoncées @B 1 et TD 2 :

Si une fonction non nulle est proportionnelle a sa dérivée,
alors la fonction est exponentielle et son taux d'a ccroissement est constant.
Hypotheses

y (t) =2y (1) ou A estconstant et y (t) 20
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N

Vy(O):a' ou a=+0

y’ (t)
= A

y (t)

7t
Jy ) dt :J)Ldlt

y (t)
In (|y(t)|)=at+c ou C estuneconstanteréelle
exp (In |y (t) |) =exp (At +C)
|y (t) |:(e)\t+C
|y (t) | =e®e’! ou e° estuneconstante positive
y (t) =ae'! ol a estuneconstanteréellenonnulle (a =+ e°)

D'aprés TD 2, le taux d'accroissement relatif deedenction esi, donc constant.
La condition initiale est aussi vérifiée

Questions [sans ordinateur]
a) Déterminez une fonctiantelle que
a (t) =a (t) et a(0)=1
b)  Déterminez une fonctidmtelle que
b’ (t) =b (t) et b (0) =2

C) Déterminez une fonctiantelle que

1
c’(t):gc(t) et C(O>:§

d) Déterminez une fonctiahtelle que

1
d'(t)=—zd(t) et d (0) =100

m 1.1-TD 4 Vitesse de chute avec écoulement laminaire

A l'instantt = 0, on lache un corps de masgede volumeéV, sans vitesse initiale, dans un fluide visqueuxdgéne de
masse volumiqug.

Durant la chute du corps, on suppose que |'écoulechefluide autour du corps est laminaire (c'edira dépourvu de
turbulences). Dans ce cas, la force de frottemeatsgbit le corps est proportionnelle a la viteEseprojection sur un
axe vertical orienté vers le bas, la loi de Newions donne

Fpesanteur - FArchiméde - Ffrottement =ma
ng-Vpg-kv =ma

Questions [sans ordinateur]

a) Etablissez I'équation différentielle avec comditinitiale qui définit la vitesse de chute> v(t).
b) Montrez que la fonction suivante est solutiod'élguation différentielle avec condition initiale :
(m-Vp)dg kt
vV (t) s ——— (1—e*m)
k
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11

C) Montrez que I'équation différentielle posséde swiationconstante
Montrez que cette solution ne vérifie pas la caadiinitiale.
Interprétez ce nombre commigesse limite de chute

m 1.1-TD5 [Sans ordinateur]
a) Vérifiez si la fonction donnée est solution éegliation différentielle avec condition initiale
, _f2 1
{f (x) =12 (x) apour solution  f (x) =
f (0)=1 1-x

b) Vérifiez si la fonction donnée est solution dgllation différentielle avec condition initiale

fr(x) =
{ () = (x) apoursolution f (X) =+v2 V2+X
f (0) =1
C) Déterminez la constante d'intégratmafin que la fonction donnée

soit solution de I'équation différentielle avec dition initiale

{f’ (X) =~f (x)

a pour solution f (x) =
f (0) =1 P )

(x272xc+cz)

N

Déterminez aussi l'intervalle sur leqfi€lst solution



