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§1 Equations différentielles ordinaires
du premier ordre

8§ 1.1 Equations différentielles ordinaires

m Poser une équation différentielle avec condition itiale

Partons d'un probléme de dynamique a une dimefsionvement rectiligne).

Au cours de son lancement, une fusée montée swilurorizontal est soumise a deux forces:
la premiére est due au moteur qui produit une gERIsOnstantp;
la combustion du carburant fait diminuer réguiéeat la masse

Fi = p, m=m-qt ou p, m sontdesconstantes

la deuxiéme est causée par le frottement degleiest proportionnel au carré de la vitesse
(écoulement turbulent):

Fo = -r v?2 ou r estune constante

De la loi de Newton, on tire

Fi +F p-rv?2
- m  m-qt

a

Les constantep, my, q étant données, on cherche la vitesse, c'est-dadiomctiont — v(t) qui satisfait I'équation

p-rv?
vV = —
m-qt

Une telle relation qui exprime la dérivéeden fonction de etv est appelée équation différentielle.
Les forces ne suffisent pas a déterminer univogquehaeritesse: il faut encore donner la vitesstala

v (0) =0

Pour obtenir des valeurs numériques, considérocas@articulier suivant:

p=4N
anSkg
ki
g-22
S
N s2
r =1 —
2

En laissant tomber les unités, I'équation difféedietavec condition initiale s'écrit
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m Vérifier une solution donnée

Pour gagner du temps, il arrive que le professeypthysique donne la solution de I'équation difféedle et se contente
de la vérifier. Montrons maintenant que la fonction
~t2+8t

vty=2 —
t2-8t +32

est solution. Remplacons d'abet) dans le membre de gauche de I'équation diffétntie
(-2t +8) (t2-8t +32) - (-t2+8t) (2t -8) t + 4

V() =2 - 128
(t2-8t +32) (t2-8t +32)°

Remplagons maintenawnt) dans le membre de droite de I'équation différéatie

2
4ove A4 (el (t2-8t +32)° - (-t + 81)2
4

8-2t 8-2t (8-2t) (t2-8t+32)°
A 32 (2t2-161t +32) . 3242 (t -4)2 108 t + 4
8-2t) (t2-8t+32)° 2 (4-1t) (t2-8t +32)° (t2-8t +32)°

En comparant les deux membres, on voit que la fmmett) satisfait I'équation différentielle.

Montrons maintenant que la fonctigt) satisfait aussi la condition initiale:

0
vV (0)=2+x_=0
32

Il s'ensuit que la fonction(t) donnée est une solution de I'équation différdeti@iec condition initiale. Nous verrons
plus tard que la solution est unique.

Nous nous proposons maintenant de dessiner cette@ul@dmme temps maximal, choisissons l'instaned@bl % de
la masse de la fusée a été brilé, temps donné pandition

1T
005 M=n - qtmx = tma=095 -

q
p=4, mO=8;, q=2; r =1;

tmin =0; tmax =095 —;
q
Clear [v, t1;
-t24+8t

vit 1122 ——48M8
t2-8t +32

SetOptions [Plot, Axes - True, AxesOrigin - {0,0 1},
DisplayFunction - ldentity, AxesLabel - {"t\n [s]"," vy [nV/s]1"},
AspectRatio - 1, ImageSize - {300, 300 }, PlotRange - All 1;

courbe =Plot [v[t], {t, tmin , tmax }, DisplayFunction - ldentity  1;

Show[courbe , AxesLabel - {"t\n [s]"," v [nvs]"}, DisplayFunction - $DisplayFunction ]
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La fonctionv(t) posséde la propriété voulue: la dérivée éat est égale é‘:—‘z’zt

4 -2
8 -2t

[s]

Autrement dit, si la courbe passe par le p@int), alors la pente de sa tangente en ce point esiéggpar la relation

42

fonctionnelle f(t, v) = TE

Pour vérifier la solution donnée, il est possiblgitiser Mathematica

. 4-v[t]?
Simpl t] - —mmM 8 —
implify  [v' [t] — ]
0

v[0]

0

m Définitions et terminologie
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Une équatiol différentielle es une équatiol dan: laquelle appara’ une oL plusieur: dérivée(s) d'une fonctior inconnus
y(@®.

Une équatiordifférentielleordinairedu premierordreest une équation de la forme suivante

y =f (t,y)
On utilise aussi la notation équivalente

dy
o of (t,
" (t,y)

Une solution de cette équation est une fondtieny(t) qui vérifie la relation

y (t) =f (t, y (t)) pourtouit dansunintervalle.

En régle générale, une équation différentielle @dssune infinité de solutions. Mais, si on presgetplus une
conditioninitiale

y (to) =Yo

alors, sous des hypothéses assez générales, tiarsglt) existe et est unique.

Dans une équation différentielledinaire, on cherche une fonctiatiune seule variable par opposition a une équation
différentielle aux dérivées partielles dans lacuel cherche une fonction de plusieurs variables.

Dans une équation différentielle ordinaireghemierordreapparait lalérivée premierele la fonction cherchée (c'est-a-
dire y'(t)), mais pas la dérivée seconde ni d'autres dériVéedres supérieurs.

Les équations différentielleméaires font I'objet du § 1.4.

m Travaux dirigésdu § 1.1

Un travail dirigé consiste en un mélange d'expilices, de questions et d'activités. Il s'agit évidemt de comprendre
les explications données, de répondre aux quegtiosées et de réaliser les activités proposées.

m 11-TD1 Croissance dont le taux par unité de tenspest constant
Clear [r, n, t]

SetOptions  [Graphics, Axes - True, AxesOrigin - {0,0 3}, Prolog -> PointSize [0.016 ],
PlotRange - All, AxesLabel - {"t", " C/Cy" }, AspectRatio - Automatic,
ImageSize - {250, 250 }, DisplayFunction - $DisplayFunction 1;

SetOptions [Plot, Axes - True, AxesOrigin - {0,0 3}, Prolog -> PointSize [0.016 1],
PlotRange - All, AxesLabel - {"t", " C/Cy"}, AspectRatio - Automatic,
ImageSize - {250, 250 }, DisplayFunction - $DisplayFunction 1;

Premiéreétape: suitegéométriqueleraisonr

Comme étudié dans le cadre des intéréts compasgsidérons une quanti@® qui, a chaque unité de temps, augmente
du tauxi

C=CG+i G=CG (1+i) =G ou r=1+i
C=C+iC=C (1+i)=Cr =Gyr?
C=C+i G=CG (1+i)=Cr =Cyr?3

La suite des valeurs acquises forme une suite géigone de raisorr = 1 + i
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o] ten, o1

Deuxiémeétape: fonctionexponentielledebaser

Considérons maintenant que la variabtst réelle, c'est-a-dire continue. L'expressiovasite est alors une fonction
exponentielle de base

C(t)=Cyrt, t eRr

L'exemple numérique est calculé avec le taex30%. Dans le graphique, on a représenté le rap&oque I'on

interpréte ensuite comme étant la quar@itié exprimée dans I'unit&,.

Plot [r' /. r-13, ({t, -2,8}, Epilog - {Table [Point [{n, r" /. r »13 }], {n,0,8 }1}]

—

accroisseme paiunité de temp:

Par définition, le taux d'accroissement par unitdainps est le rappare capial

C(t+1)-Ct)
C(t)

Dans le cas ou le taupest constant, il s'ensuit que
C(t+1)-C(t)=iC(t)
C(t+1)=C(t)+i C(t)
C(t+1)=(1+i)C(t)

C(t+1)=rCq) ou r=21+i

Troisiemeétape: fonctionexponentiellale basee

Passons de I'exponentielle de baad'exponentielle de bage

C(t)=Cyr'!
C(t
( ):rt:exp (In (rt)) =e'™ ™ =e* o0 x=1In (r)
G
[C ) =Ce'l] t eR, x=1In (r)

Cette formulation est équivalente a la précédente

Plot [e*' /. A->Llog[13 ], {t, -2,8}]
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—

Quatrieém: étap: : équatiol différentielle d'une grandeL C(t) qui varie selor ur tauy constar

C(t) =Cyelt
Calculons la dérivée
C (t)=Crer =2C (t)
On obtient I'équation différentielle
C (t)=2C (t) ou A estuneconstante

Retenons le résultat Proposition TD 1

Si une grandeur C varie selon un taux i constant,
alors la dérivée de C est proportionnelle a C.

Cette équation différentielle possede une infidéésolutions, par exemple,

C(t) =e't
C(t) =2¢e"
C(t) =mett

Pour obtenir une solution unique, on ajoute unelitimm initiale
C() =G ou Cp estunevaleurinitiale donnée

Le probléme de croissance a taux constant peuttenaint étre récrit sous la forme d'une équatidiérdifitielle avec
condition initiale

C (t) =xC (t)
C(0) =G

ouA etCy sont des constantes données par exempte In(1 + i).
La solution de ce systeme est la fonction

C(t) = Cyelt

Cinquiemeétape: interprétatioméométriqgualu tauxetdela dérivée

Considérons la fonction exponentiel® (t ) = Cy e*!.

La droite sécante qui passe par les pabitsC(0)) et (1, C(1)) a pour pentec(l) cO _ c-cO

- Co=iCo.

-0 ~  CO
La droite qui est tangente a la courbe en 0 a pente C'(0) = ACy = In(r) Co = In(1 +1) Co.
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Dans le graphique ci-dessous, I'axe des ordonrséegadué dans I'unif€y]; en d'autres termes, la fonction dessinée

C(t) At
est — =e¢"".
G
C/Cy
1+i

1+

I 1 I I I I é I I I I 1 I I I I 1 t
0.5 10 15 2.0

Numériquemen les valeurs dgi, A) sontici
{i,Log [1+i1} /.1 »03

{0.3, 0.262364 }

Les deux valeurs sont voisines car le taux d'assesnent moyen d€ sur l'intervalle[t, t + 1] est une approximation
de la dérivée deC en't

Ct+1)-Ct
ey Cm)
1
C@it+1)-C () C (1)
> ~
C(t) C(t)
c()-Cc() C (0)
— ~
C (0) C (0)
= i =2

Question [sans ordinateur]

Un capital de 16 000 Fr est placé au taux annuel de.3
Ecrivez I'équation différentielle avec conditioitisle a laquelle obéit la valeur acquisé).

Activité [sans ordinateur]

Parcourez a nouveau les cing étapes de la démarébédente en décrivant une grandady qui décroit de moitié en
T = 12 unités de temps. Imaginez qu'il s'agit, par etende I'activité d'une source radioactive.
En particulier, calculeg r, etA en fonction de la demi-vi€.

m 1.1-TD 2 Phénomeénes dont le taux d'accroissementiagf est constant

Notion detauxd'accroissememtlatif instantané

Accroissement de la fonctiohsur l'intervalle]t, t + At]:
A =f (1t +at) -f (1)

Accroissement relatif de la fonctidnsur l'intervallet, t + At]:
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Af f(t+at)-f ()

f fo(t)
Taux d'accroissement de la fonctibrsur l'intervalldt, t + At]:

Af f(t+at)-f ()

At At

Taux d'accroissement relatif de la fonctibisur l'intervallt, t + At]:

Mf (teat) —f (1)

At f (1) at

En particulier, le taux d'accroissement relatifaléonction f sur un intervalle d'une unité de tenfpst + 1] est appelé
taux d'accroissement par unité de terapsst noté :
fo+1)-f (t)
fo(t)

Taux d'accroissement de la fonctibra l'instant
fr(t)

Taux d'accroisseme relatif de la fonctior f al'instan t

=X ou X estuneconstanteréelle

7o) =21 (1) ou A estuneconstanteréelle

Retenons le résultat Proposition TD 2

Si le taux d'accroissement relatif instantané 2 d'une fonction est constant,
alors la dérivée de la fonction est proportionnelle a la fonction.

Questions [sans ordinateur]
Pour les fonctions exponentielles
f(t)y=crt, g (t) =ae
montrez que les quantités suivantes sont indépéesldsat :
a) le taux d'accroissement relatif sur l'interwdl) t + At];
b) le taux d'accroissement relatif a l'instant

m 11-TD3 Fonction dont la dérivée est proportionnéd a la fonction

Montrons la réciproque des propositions énoncérs @B 1 et TD 2 :

Si une fonction non nulle est proportionnelle a sa dérivée,
alors la fonction est exponentielle et son taux d'a ccroissement est constant.

Hypotheses
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y’ (t) =2y (t) ou A estconstant et y (t) #0
y (0) =a ou a+0

Il s'agit d'une équation différentielle avec coiuditinitale que nous allons résoudre :

y’ (t) .
y (t)
Jy/ ) dt :J)Ldlt
y (1)
In (Jy (t)|) =2t +cC ou C estuneconstanteréelle
exp (In |y (t) |) =exp (1t +c)
ly () | =t
|y (t) | =e® et ol e® estuneconstantepositive
y (t) =ae'! ou a estuneconstanteréellenonnulle (a =+ e°)

D'aprés TD 2, le taux d'accroissement relatif deedenction esi, donc constant.
La condition initiale est aussi vérifiée

Questions [sans ordinateur]

a) Deéterminez une fonctiantelle que

a (t)=a (t) et a0)=1
b)  Déterminez une fonctidmtelle que

b’ (t) =b (t) et b (0) =2
c) Déterminez une fonctiantelle que

t 4 t t 0 !
c’ - —c c = —
(t) 3 (t) e (0) 8

d) Déterminez une fonctiahtelle que

1
d'(t):fzd(t) et d (0) =100
m 1.1-TD 4 Vitesse de chute avec écoulement laminaire

A l'instantt = 0, on lache un corps de massede volumeV, sans vitesse initiale, dans un fluide visqueuxdgene de

masse volumiqug.

Durant la chute du corps, on suppose que I'écoutediefluide autour du corps est laminaire (c'edira dépourvu de
turbulences). Dans ce cas, la force de frottemeaitsgbit le corps est proportionnelle a la viteEseprojection sur un
axe vertical orienté vers le bas, la loi de Newtonos donne

l:pesanteur - I:Archiméde - I:frottement =mra

mg-Vopg-kv =ma
Questions [sans ordinateur]
a) Etablissez I'équation différentielle avec cowmditinitiale qui définit la vitesse de chute> w(t).

b) Montrez que la fonction suivante est solutiol'éguation différentielle avec condition initiale :
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(m-Vop)g Kkt
C) Montrez que I'équation différentielle posséde swlationconstante

Montrez que cette solution ne vérifie pas la coadiinitiale.
Interprétez ce nombre commitesse limite de chute

m 1.1-TD5 [Sans ordinateur]

a) Vérifiez si la fonction donnée est solution égiation différentielle avec condition initiale

, _f2 1
{f (x) =12 (x) apour solution f (x) =
f (0)=1 1-x
b) Vérifiez si la fonction donnée est solution @gllation différentielle avec condition initiale
frx) = .
{ f ) apoursolution f (x) =2 /2 +x
f 0y =1
C) Déterminez la constante d'intégratmoafin que la fonction donnée
soit solution de I'équation différentielle avec dition initiale
, T 1
{f (])c() 6 fl(x) apoursolution f (x) -7 (x?-2xc +c?)
(0) =

Déterminez aussi l'intervalle sur leqfielst solution



