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8 1.2 Résolution numérique d'une équation difféedistiordinaire
du premier ordre

m Interprétation géomeétrique et résolution graphique

Dans le § 1.1, nous avons considéré une équatifémetitielle avec condition initiale de la forme

Que faire lorsque la solutionne nous est pas donnée ?

Pour distinguer la solution que nous allons com&me la solution donnée dans le § 1.1, utilisamswutre symbole et
écrivons le systeme sous la forme

{y’:f (t,y)
y (to) =Yo

ou y(t) est la fonction cherchée.
A toute équation différentielle correspond alramp de directionsassocié a la fonctioh. Pour I'exemple du § 1.1,
voici la situation:

p=4; r=1; m0=8;q =2;Clear [f, t,y];

p-ry?
flt_, y_1:= ;
mO-q t
frt,yl
4. -1.y?
8. -2.t

m(
tmin =0.; tmax =095 —; ymin =0.; ymax = 3,;
q

A tout point du plan, on peut associer le nombes ré
(t,y) » f (t,y)

pentes = Table [NumberForm [{t, vy, frt, v1},21,
tmax - tmin
18.

{{{0.,0.,05 }, {0.,0.23, 0.49 }, {0., 0.46, 0.47 1,
{0.,0.69, 0.44 }, {0.,0.92,0.39 }, {0.,1.2,033 }, {0.,1.4,0.26 1,
{0, 1.6, 0.17 }, {0.,1.8,0.074 }, {0, 2.1, -0.039 3},
{0, 2.3, -0.17 3, {0., 2.5, -0.31 }, {0., 2.8, -0.46 3}, {0.,3., -0.63 }},

{{0.21, 0., 0.53 }, {0.21, 0.23, 0.52 }, {0.21,0.46, 0.5 }, {0.21, 0.69, 0.46 H
{0.21, 0.92, 0.42 }, {0.21,1.2,0.35 }, {0.21,1.4,0.27 }, {0.21,1.6,0.18 I
{0.21, 1.8, 0.078 }, {0.21, 2.1, -0.041 3, {0.21, 2.3, -0.17 3,

{0.21, 2.5, -0.32 }, {0.21, 2.8, -0.48 }, {0.21, 3, -0.66 }},

{{0.42, 0., 0.56 }, {0.42,0.23, 0.55 }, {0.42,0.46, 0.53 }, {0.42,0.69, 0.49 1,
{0.42,0.92, 0.44 }, {0.42,1.2,0.37 }, {0.42,1.4,0.29 }, {0.42,1.6,0.19 H
{0.42, 1.8, 0.083 }, {0.42,21, -0.044 }, {0.42, 2.3, -0.19 3},

{0.42, 2.5, -0.34 }, {0.42, 2.8, -0.51 }, {0.42, 3, -0.7 33,

{{0.63, 0., 0.59 }, {0.63, 0.23, 0.59 }, {0.63, 0.46, 0.56 }, {0.63, 0.69, 0.52 1,
{0.63, 0.92, 0.47 }, {0.63,1.2,04 }, {0.63,1.4,031 }, {0.63,1.6,0.21 1,
{0.63, 1.8, 0.088 }, {0.63, 2.1, -0.047 }, {0.63, 2.3, -0.2 3},

{0.63, 2.5, -0.36 }, {0.63, 2.8, -0.54 }, {0.63, 3, -0.74 33,

{{0.84, 0., 0.63 }, {0.84,0.23, 0.63 }, {0.84,0.46, 0.6 }, {0.84, 0.69, 0.56 H
{0.84,0.92, 0.5 }, {0.84,1.2,0.42 }, {0.84,1.4,0.33 }, {0.84,1.6,0.22 1,
{0.84, 1.8, 0.094 }, {0.84, 2.1, -0.05 }, {0.84, 2.3, -0.21 },

{t, tmin , tmax,

}, {y, ymin, ymax, M}]

13.
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{0.84, 2.5, -0.39 }, {0.84, 2.8, -0.58 }, {0.84, 3, -0.79 13,

{{1.1, 0., 0.68 }, {1.1,0.23, 0.67 }, {1.1, 0.46, 0.64 }, {1.1,0.69, 0.6 1,
{1.1, 0.92, 0.53 }, {1.1,1.2,045 }, {1.1,1.4,035 }, {1.1,1.6,0.24 1,
{1.1,1.8,0.1 3, {11, 21, -0.053 }, {1.1, 2.3, -0.23 3,

{1.1, 2.5, -0.41 3, {11,238, -0.62 3}, {1.1,3, -0.85 13},

{{1.3,0,0.73 }, {1.3,0.23,0.72 }, {1.3,0.46, 0.69 }, {1.3,0.69, 0.64 1,
{1.3, 0.92, 0.58 3, {1.3,1.2,0.49 }, {1.3,1.4,0.38 }, {1.3,1.6,0.25 1,
{1.3,1.8,0.11 3, {13, 2.1, -0.057 3}, {13, 23, -0.24 1,

{1.3, 2.5, -0.45 3}, {13,238, -0.67 3}, {1.3,3, -0.91 13,

{{15,0,0.79 }, {1.5,0.23,0.78 }, {1.5,0.46, 0.75 }, {1.5,0.69, 0.7 1,
{1.5, 0.92, 0.62 }, {1.5,1.2,0.53 }, {1.5,14,041 }, {1.5,1.6,0.28 1,
{15, 1.8, 0.12 }, {15, 2.1, -0.062 3, {15, 2.3, -0.26 1,

{1.5, 2.5, -0.48 }, {15,238, -0.73 }, {15, 3, -0.99 13,

{{1.7, 0., 0.87 }, {1.7,0.23, 0.85 }, {1.7,0.46, 0.82 }, {1.7,0.69, 0.76 1,
{1.7, 0.92, 0.68 }, {1.7,1.2,0.58 }, {1.7,1.4,045 }, {1.7,1.6,0.3 .
{1.7,1.8, 0.13 }, {1.7,21, -0.068 3}, {1.7, 2.3, -0.29 1,

{1.7, 2.5, -0.53 }, {1.7, 238, -0.79 3, {1.7,3, -1.1}3,

{{1.9, 0., 0.95 }, {1.9,0.23, 0.94 }, {1.9,0.46, 0.9 }, {1.9,0.69, 0.84 1,
{1.9, 0.92, 0.75 }, {1.9,1.2,0.64 }, {1.9,1.4,05 }, {1.9,1.6,0.33 1,
{1.9,1.8,0.14 b, {19, 2.1, -0.075 3}, {1.9, 23, -0.32 1,

{1.9, 2.5, -0.58 }, {1.9, 2.8, -0.87 3, {1.9, 3, -1.2 13,

{{2.1,0,1.1 }, {2.1,0.23, 1. }, {2.1,0.46, 1. }, {2.1,0.69, 0.93 1,

{2.1, 0.92, 0.83 }, {2.1,1.2,0.71 }, {2.1,1.4,0.55 }, {2.1, 1.6, 0.37 1,
{2.1, 1.8, 0.16 }, {21, 2.1, -0.083 }, {2.1, 23, -0.35 }, {21, 25, -0.65 1},
{2.1, 2.8, -0.97 3}, {21, 3, -1.3 13}, {{23,0,1.2 }, {2.3,0.23,1.2 1,
{2.3,0.46, 1.1 }, {2.3,0.69, 1. }, {2.3,0.92,0.94 }, {2.3,1.2,0.8 1,
{2.3,1.4, 0.62 }, {2.3,1.6, 041 }, {2.3,1.8,0.18 }, {23, 2.1, -0.093 1,
{2.3, 2.3, -0.39 }, {23, 25, -0.73 }, {23,258, -11 13, {23, 3, -1.5}3,

{{25,0,14 }, {2.5,0.23,1.3 }, {25,046, 1.3 }, {2.5,0.69, 1.2 1,
{2.5,0.92,1.1 }, {25,1.2,0091 }, {25,1.4,0.71 }, {25, 1.6, 0.47 1,
{2.5,1.8,0.2 }, {25, 21, -0.11 3, {25, 23, -0.45 3}, {25, 25, -0.83 1,
{2.5, 2.8, -1.3 3}, {25,3, -1.7 313}, {{27,0,1.6 }, {2.7,0.23,1.6 1,
{2.7,0.46, 1.5 }, {2.7,0.69, 1.4 }, {2.7,0.92, 1.3 }, {2.7,1.2,11 1,
{2.7,1.4,0.83 }, {2.7,1.6,0.55 }, {2.7,1.8,0.24 }, {2.7,2.1, -0.12 3,
{2.7, 2.3, -0.53 }, {27, 25, -0.97 3, {27,238, -15 13, {2.7,3, -2. 11,

{{3.,0,19 }, {3,023, 19 }, {3.,046, 18 }, {3,069, 1.7 }, {3.,092,15 1,
{3.,12,13 }, {3., 14, 1. }, {3., 1.6, 0.67 }, {3.,18,0.28 b, {38, 2.1, -0.15 31,
{3., 2.3, -0.63 }, {3., 25, -1.2 13}, {3.,28, -18 1}, {3.,3., -24}},

{{3.2,0,24 }, {3.2,0.23,24 }, {3.2,0.46, 2.3 }, {3.2,0.69, 2.1 1,
{3.2,0.92, 1.9 }, {3.2,1.2,16 }, {3.2,1.4,12 }, {3.2,1.6,0.83 1,
{3.2,1.8,0.36 }, {3.2, 21, -0.19 3}, {3.2,23, -0.8 }, {3.2, 25, -1.5 3},
{3.2, 2.8, -2.2 3}, {3.2,3, -3. 1}, {{34,0,32 }, {3.4,0.23,3.2 1,
{3.4, 0.46, 3. }, {3.4,0.69, 2.8 }, {34,092, 25 }, {34,12,21 .
{3.4,1.4, 1.7 }, {34,16,11 }, {3.4,1.8,0.48 }, {34, 21, -0.25 1,
{3.4, 2.3, -1.1 3}, {3.4,25, -2.}, {34,128, -2.9 1}, {34,3, -4. 1},

{{3.6, 0., 4.9 }, {3.6,0.23, 4.8 }, {3.6,0.46, 4.6 }, {3.6,0.69, 4.3 1,

{3.6, 0.92, 3.8 }, {3.6,1.2,3.2 }, {3.6,1.4,25 }, {3.6,1.6, 1.7 1,
{3.6, 1.8, 0.72 }, {3.6, 2.1, -0.38 }, {3.6, 2.3, -16}, {3.6, 2.5, -3. 1,
{3.6, 2.8, -45 1}, {3.6, 3, -6.1 13}, {{3.8,0, 10. }, {3.8,0.23,9.9 1,
{3.8,0.46, 9.5 }, {3.8,0.69, 8.8 }, {3.8,0.92,7.9 }, {3.8,1.2,6.7 1,
{3.8,1.4,5.2 }, {3.8,1.6,35 }, {3.8,18,15 }, {3.8,21, -0.78 1,
{3.8, 2.3, -3.3 }, {358, 25, -6.1 }, {3.8, 2.8, -9.2 }, {383, -12. 13}

Chacun de ces nombres représente la pente quavdaiia fonction y(t) au point(t, y)
y =f (t,y)

On représente la pente en chacun de ces pointsysagment. Les vecteurs directeurs de ces segemtits

ou h est un paramétre pour contréler la longueur dgments. L'ensemble de ces segments représenteamp cle
directions (ou champ de pentes) que I'on peut idessi
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y [nvs]
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Le but est de construire une solution graphiquiéd@ation différentielle qui passe par le pdipt yo). Il existe une et
une seule courber y(t) qui passe par le point donné et suit le champeiées, c'est-a-dire I'équation différentielle
avec condition initiale posséde une et une selilgico (voir § 1.1)

y [ms]
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Pour montrer comment la solution dépend de la ¢amdinitiale, modifions-la.

{

y

[nvs]

y =f (t,
y (0) =3

y)

Vo
Voo
o
NN
~
4+ - - - — — — — — = — — — — = = - s/
I I /
l:— e S P A A A A A A |
B s P R A S A D S S A
B P S N P D Y I S N A A B
/:/ A Gl SV A A A S A A
P A G G P A A Y A S A S
P S A G S S D D S A A A A A A
L A

On appellesolution généralel'ensemble des solutions de I'équation différdeti&ans condition initiale

y =f (t,y)
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La solution générale est une famille de fonctidtmser une condition initiale équivaut a choisir tomction de cette
famille.

m Méthode numérique d'Euler

Dans la méthode graphique, pour tracer la courbgyast du point donné par la condition initialejspan trace la
courbe de proche en proche en suivant les directionnées par le champ de pentes.

Leonhard Euler est né a Béale en 1707. Il recutnseignement mathématique dans la famille Bernduknourut a
Saint-Petersburg en 1783. Dans la méthode d'Eerepartant d'un point et de la pente en ce poimprogresse un
petit bout en ligne droite. On obtient ainsi un veau point a partir duquel on recommence I'opénatinalement, on
obtient une fonction affine par morceaux qui est approximation de la solution cherchée.

Le point de départ esty, yg). En ce point, la pente esf'(tg) = f(tg, Yo). On va effectuer "un petit pas" dans la

1
direction .
rect ( f(to, YO))

On s'intéresse a la situation au temipsty + h ouh est un petit intervalle de temps donné. Effectuerdeplacement

1
h( ) La nouvelle positioiit;, y;) sera telle que
f(to, Yo)

(tl—to)_h( 1 )
yi-Yo/  \f (to, Yo)
(t1, Y1) = (to+h, yo+hf (to, yo))

En répétant I'opération (vaiormulaires et tablés

(ta, y2) = (t1+h, yi+hf (t1, y1))

[tk Yia) = (tk+h, ye+hf (ty, yi)) | k eN

n = 16;
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tmax -t0 )
h=z———; t0 =tmin ;y0 =0;
n

euler [{t_, v }]:={t+h, y+hf[t, v1};
Solution numérique d'Euler

solne = NestList [euler , {t0,y0 }, n]

({0.,0 }, {0.2375,0.11875 }, {0.475, 0.244551 }, {0.7125,0.377288 }, {0.95, 0.516633 },
(1.1875, 0.661978  }, {1.425,60.812365 }, ({1.6625, 0.966397 }, (1.9, 1.12216 },

(2.1375, 1.27714  }, {2.375,61.42818 }, {2.6125, 1.57143 }, (2.85,1.70243 },

(3.0875, 1.8162 }, {3.325,1.90748 }, {3.5625, 1.97108 }, {3.8,2.00225 })

Graphique de I'approximation d'Euler (fonctionadfipar morceaux)

ListPlot [solne , PlotRange - {ymin, ymax}, ImageSize - {500, 300 }]
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ListPlot  [solne , Joined - True, PlotRange - {ymin, ymax}, ImageSize - {500, 300 }]
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Comparons la solution exacte (§ 1.1) et la solutiemérique approchée, graphiquement et numériquemen

Clear [v, t1;
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2 (-t24+8t1)

v[t_]: )
t2-8t +32

Plot [v[t], {t, tmin, tmax}, PlotRange - {ymin, ymax},
ImageSize - {500, 300 }, Epillog - Point /@solne ]

C/C
3.0

2.5

2.0

1.5

1.0

0.5

o
o

0.5 1.0 15 2.0 25 3.0
Liste des erreurs : (approximatitfeuler ert;) — (valeur exacte ef)
{abscEuler , ordEuler } = Transpose [solne 1;
ordExact = Map[v, abscEuler 1;

ordErreur = ordEuler - ordExact

{0., -0.0035188, -0.00693885, -0.0100898, -0.0127616, -0.0147083,

3.5

-0.0156612, -0.0153529, -0.0135575, -0.0101495, -0.00518024,

0.00103241, 0.0078138, 0.0140631, 0.0182308, 0.0183661,

Si on prend une plus petite valeurlgd'erreur tend a diminuer

n = 128;

tmax -t0
hs —m;
n

solne = NestList [euler , {t0,y0 }, nl;

Plot [v[t], {t, tmin, tmax}, PlotRange - {ymin, ymax},
ImageSize - {500, 300 }, Epillog - Point /@solne ]

0.0122269

t

}
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Liste des erreurs : (approximatitteuler ert;) — (valeur exacte ef)
{abscEuler , ordEuler } = Transpose [solne 1;
ordExact = Map[v, abscEuler 1;

ordErreur = ordEuler - ordExact

{0., -0.0000550827, -0.000110144, -0.000165152, -0.000220074, -0.000274876,
-0.000329523, -0.000383979, -0.000438207, -0.000492168, -0.000545823,
-0.000599131, -0.00065205, -0.000704537, -0.000756547, -0.000808035,
-0.000858956, -0.00090926, -0.000958899, -0.00100782, -0.00105598, -0.00110332,
-0.00114979, -0.00119534, -0.0012399, -0.00128343, -0.00132587, -0.00136716,
-0.00140723, -0.00144604, -0.00148352, -0.00151961, -0.00155425, -0.00158738,
-0.00161893, -0.00164885, -0.00167707, -0.00170353, -0.00172816, -0.00175091,
-0.00177171, -0.0017905, -0.00180722, -0.00182181, -0.0018342, -0.00184435,
-0.00185218, -0.00185765, -0.0018607, -0.00186128, -0.00185933, -0.00185481,
-0.00184766, -0.00183785, -0.00182533, -0.00181006, -0.001792, -0.00177113,
-0.00174741, -0.00172082, -0.00169134, -0.00165895, -0.00162364, -0.0015854,
-0.00154423, -0.00150013, -0.00145311, -0.0014032, -0.0013504, -0.00129475,
-0.00123628, -0.00117504, -0.00111107, -0.00104444, -0.000975203, -0.000903439,
-0.000829227, -0.000752659, -0.000673835, -0.000592863, -0.00050986,
-0.000424955, -0.000338285, -0.000249996, -0.000160245, -0.0000691998,

0.0000229629, 0.000116056, 0.000209881, 0.00030423, 0.0 00398885, 0.000493617,
0.000588188, 0.000682348, 0.000775838, 0.00086839, 0.00 0959725, 0.00104955,
0.00113758, 0.0012235, 0.001307, 0.00138775, 0.00146542 , 0.00153968, 0.00161018,
0.00167656, 0.00173848, 0.00179557, 0.00184747, 0.00189 379, 0.00193417,
0.00196823, 0.00199559, 0.00201587, 0.00202869, 0.00203 367, 0.00203043,
0.00201859, 0.00199778, 0.00196764, 0.00192778, 0.00187 786, 0.00181752,
0.00174642, 0.0016642, 0.00157056, 0.00146515, 0.001347 68, 0.00121785 }

Lorsqueh tend vers 0 c'est-a-dire paur oo, la méthode numérique d'Euler converge vers latisol exacte.

m Autres méthodes numériques

Il existe des méthodes numériques plus performapiesla méthode d'Euler, mais leur étude n'estapasdée ici.
Sachez simplement qivathematicafait appel a des méthodes plus élaborées qui cgenteplus vite vers la solution
et donnent des réponses plus précises.
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m Calcul numérigue avec Mathematica

Soit a résoudre I'équation différentielle ordinaltepremier ordre avec condition initiale

? NDSolve

NDSolve [egns, y, {X, xmin, xmax }] trouve une solution numérique aux équations
différentielles ordinaires egns pour la fonction y avec la v ariable indépendante x
de rang xmin a xmax. NDSolve [eqns, v, {X, Xxmin, xmax }, {t, tmin, tmax 1] trouve une
solution numérique aux équations aux dérivées partielles e gns. NDSolve [eqgns, {y1,
y2, .. }, {X, xmin, xmax }] trouve des solutions numériques pour les fonctions yi.

soln = NDSolve [{y' [t] ==f[t,y [t]],y [tO] ==y0},y, {t, tmin, tmax}]

{{y - InterpolatingFunction [{{0.,3.8 1}, <>1}}

Dans un premier temps, la méthode numérique prodeitiste finie d'approximations de la forie y;}. Les valeurs
intermédiaires sont ensuite calculées par intetipola

Clear [sn];
sn =y /. soln [[1]]

InterpolatingFunction [{{0.,3.8 1}, <>]

Plot [sn[t], {t, tmin, tmax}, PlotRange - {ymin, ymax}, ImageSize - {500, 300 }]

C/C
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Estimation numérique de l'erreur maximale:

tmax - tmin

0 J]

Max[TabIe [Abs[sn [t]1-vI[t]l, {t, tmin , tmax,

1.79304 x 1077

m Travaux dirigés du § 1.2

m 12-TD1
On donne I'équation différentielle avec conditinitiale

{y':1+<y—t>2
y (0) = ;3
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a) Résolutiorgraphique
Dans le rectanglg¢0; 1]x[0; 2.5|, calculez des valeurs numériques de la fonction

(t, y)m 1+ (y-t)2

avecMathematicgpuis, a la main, représentez le champ de pentes.
Tracez la solutiort - y(t) qui vérifie la condition initiale.

b) Méthoded'Eulersansordinateur
Calculez une solution numérique approchée de ltéaqueifférentielle par la méthode d'Euler
sur l'intervallef0; 1], avec le pah=0.1

C) Méthoded'Euleravecordinateur
Calculez une solution numérique approchée de ltéaqueifférentielle par la méthode d'Euler
sur l'intervalle[0; 1], avec le pak = 0.01.

d) RésolutiomumérigueavecMathematica
Calculez une solution numérique approchée de Itéqudifférentielle sur l'intervall§0; 1]
avec la méthode numérique Eiathematica

e) Vérification
Montrez que la fonction

2-t

est la solution de I'équation différentielle aveadition initiale.

f) Comparaison
Comparez les cing solutions qui apparaissent gsugdints, b, ¢, d ete.

0) Calculdel'erreurd'approximation
Pour les solutions etd, calculez I'erreur d'approximation aux abscisses
t=0, 0.05, 0.1, 0.15, ..., 0.95, 1.

m 1.2-TD2

a) Méthodede Heun [avecMathematicd
Pour résoudre les équations différentielles, utieanéthode numeérique est décrite dans-@snulaires et
tables la méthode déleun. Utilisez cette méthode pour résoudre sur l'idkbe\0, 2] I'équation suivante avec
condition initiale

p_ At
{y Toy+l
y (0) =1

b) MéthodeRunge-Kuttad [facultatif]
Pour résoudre les équations différentielles, uneanéthode numérique est décrite dans-tamulaires et
tables la méthoddRunge-Kutta 4. Utilisez cette méthode pour résoudre I'équatifféréntielle précédente
sur l'intervall€[0, 2].

m 12-TD3 [facultatif]
Champde pentes [avecMathematicd

Dessinez le champ de pentes pour résoudre graphaid'équation suivante sur l'intervall® 2]

, 4t
{ y = y+1
y (0) =1

Indication: observez comment ont été réalisés les graphidwespport de cours; pour ce faire,
connectez-vous au site http://mww.collegedusudmpimaths
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suivez les liens Documents Mathematica
Supports de cours: Equations différentielles
et téléchargez 1-2 EQ-DIFFERENTIELLES.nb

puis ouvrez la cellule qui précede le premier chdmpentes dessiné.



