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8 1.3 Résolution analytique d'une équation difféediet ordinaire
du premier ordre

Equations différentielles séparables

m Résolution a partir des tables d'intégrales (voir érmulaire)

Soit a résoudre I'équation différentielle avec c¢ooow initiale

On cherche maintenant I'expression analytique dellgion. Changeons la notation pour symbolisetéiavée dev par
rapport a la variable

dvn  4-v2

dt  8-2t

Nous allons décrire la méthode de la séparatisrvdeables sans chercher a la justifier.

dv dt

4_vy2 8-2t

1 1
J dv:J dt
4 _vy2 8-2t

Selon lefFormulaires et tableson a

2+V 1
—In‘ ‘:——In|—2t+8|+c
4 2-v 2
2+V
In =-2In | -2t +8 1 +4c
2-V

La condition initialev(0) = 0 permet de calculer

In (1) =-2In (8)+4¢c = 4c=2In (8)

2+V
In

2-v

-2In 1 -2t +8 1 +2In (8) =21n ‘
En prenant I'exponentielle des deux membres
2+vV ( 4 )2
‘ 2-v ‘ ot g

Compte tenu de la condition initiak€0) = O et de la solution graphique, on peut se convaigae G< v < 2. Sous cette
hypothese,

2+V ( 4 )2
2-v

2+V =(2-V)
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4 2 4 2
2+v =2 )7v( )

-t +4 -t +4
4 2 4 2
vV +V ) :2( ) -2
-t +4 -t +4
4 2 4 2
v 1+( ) -2 ( ) 1
-t +4 -t +4
4 2
W <_t+4) -1
4 2
1+<—t+4)
42 _ (—t +4)2
v=2——""——"—
42 4 (~t +4)?

16-(t2-8t +16)
16+<t278t +16)

v =2

On obtient la réponse finale

-t24+8t

V(it)=2——
t2-8t +32

Activité facultative

Une variante consiste a faire appé¥lathematicapour déterminer les primitives et isoler Si vous désirez voir le
calcul, consultez le document suivant:

sur le site http://www.collegedusud.ch/app/apphsat

suivez les rubrigue®ocumentsMathematica / Annexes: Equations differentielles

téléchargez le cahidrEqua_diff_Suppl.nb puis consultez la partie intitulég 1.3-S1

m Méthode de la séparation des variables

Généralisons. Une équation différentielle ordindepremier ordre est a variabkparableforsqu'elle est de la forme

y,:g<t>

h (y)
dy g (t)
dt ho(y)

Pour la résoudre, on sépare les variables
h(y)dy =g (t)dt

puis on integre les deux membres

jh <y>dyzjg (t) dt

Il reste encore a déterminer la constante d'intégrau moyen de la condition initiale, puis a é&al.

Autres méthodes analytiques

Il existe des équations dont les variables ne gastséparables, par exemple
y' ' =ty+1

Cette équation est linéaire. Il existe une méthmulea résoudre toutes les équations linéaires. &dre; il n'existe pas
de méthode pour résoudre n'importe quelle équdliftérentielle. Pratiquement, on ne résoud exmimiént que les
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équations simples. Si I'équation est compliquéalangénéralement se contenter d'une solution ngoe

Calcul symbolique avec Mathematica

m Cas particulier

? DSolve

DSolve [eqn, y, x ] résout une équation différentielle en la fonction

y, la variable indépendante étant x. DSolve [{egnl, eqgn2, ... 1, {yl, y2,
}, X ] résout un systéme d'équations différentielles. DSolve [egn, v,
(x1, x2, ... 1] résout une équation différentielle aux dérivées partielle S.
4-y[t1?

sol = DSolve [{y [t] == .Y [0] == O},y [ti, t]

Solve::ifun:
Inverse functions are being used by Solve, so some solutions may not be found;
use Reduce for complete solution information. >
2 (-8t +12)
W e
S[t_]1=yI[t] /.sol [[1]]
2 (-8t +t2)
32 -8t +t2

Durée de la combustion

8-2t >0 = t <4

Plot [s[t], {t,0,3.8 }]

15

0.5

05 1 15 2 25 3 35
Vitesse finale (lorsque 95 % de la masse de lefasébrilé)
s[3.8 ]

1.99002

m Cas général

Lorsque I'équation différentielle est simple, ilpétre intéressant de disposer de l'expressidgtane de la solution.

Clear ["Global® "]
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p-rv [t]?

sol = DSolve [{v [t] == , V[O] == 0}, vI[t], t]

mO-q t

Solve::ifun:
Inverse functions are being used by Solve, so some solutions may not be found;

use Reduce for complete solution information. >

[\/? Vr Log [mO]—\/? vVt Log [mO-qt ] }

v/p Tanh

{vitr - = )

En consultant lefFormulaires et tablgson apprend que la fonctidanh est appelééangente hyperboliquet est
définie comme suit:

tanh (x) =

eX

+e X

s[t_]1=vI[t] /.sol [[1]]

J/p Tanh [\/F \r Log [mO]—\é? VI Log [mO-qt ] }

Vo

Vitesse finale (lorsque 95 % de la masse de lefasébrilé)
mO
Simplify s|0.95 —
[s[oss =]

2.99573 [p V1
{# ]

\/p Tanh

Vo

Travaux dirigés du § 1.3

m 1.3-TD1 Radioactivité

La radioactivité est une réaction nucléaire spargak/n noyau instable se transforme en un autie eiyonnement,
B ouy est émis. Par exemple, le radium se transfornradon et une particute est émise :

226 ggRa — 222 gsRn  + 42He

NotonsN(t) le nombre de noyaux d'une substance radioactiewret. N(t) est une fonction décroissante. Le nombre
de désintégrations par seconde a l'ingtast représenté par la dérivéeNlgue nous noton%'—:'. Le nombre de désinté-

grations par seconde est proportionnel au nombregaux radioactifs existants (voir § 1.1 TD 2).iRmoduisant une
constante de proportionnalitéappelée constante désintégrationnous obtenons

dN
— =-2N
dt
a) Résolvez I'équation différentielle avec la candiinitiale No = N(0) = nombre initial de noyaux radioactifs.

b) On appelle @mi-vie le tempsT nécessaire pour que la moitié des noyaux se sésmtégrés. Etablissez une
relation entrel etA.

. , . .. No . .
c) On appelle vienoyennde tempsr nécessaire pour que le nombre initial tombez?a Etablissez une relation

entrer etA ainsi qu'entre etT.
Pour illustrer le fait que ldemi-vieest inférieure a laie moyenngprenons un exemple numérique
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t |0|5|11 |14 |21
Ny 432 ]1 ]o

T=11
5+11+14 +21
T= = 12.75
4
d) On appelle etivité d'une substance radioactive le nombre de désattégs par seconde
dN
A(t)=-— =N
dt
Sachant que l'activité d'une source tombe de 2@BDalésintégrations par seconde en 90 minutesjleal,
TetT.
e) On sait que
1° la demi-vie du carbone 14 est de 5568 ans;

2° en 1950, le charbon de bois retrouvé pres degyses rupestres de Lascaux a une activité de 0.97
désintégration par seconde et par gramme;

3° ce type de charbon a une activité de 6.68 dépatiéns par seconde et par gramme lorsqu'il vient
d'étre produit (c'est-a-dire a la mort de l'arbre).

A quelle date probable ces peintures ont-ellesé&tiisées ?

m 1.3-TD 2 Formule barométrique

Nous cherchons la pression atmosphérique & Ititique nous notons- p(z). Désignons parp la masse volu-
mique moyenne de l'air entre les altitudetz + h. D'apreés la loi de la croissance de la pression
p(z+h)-p(z)

p(z)-p(z+h)=pgh = . --pg

Passons a la limitéh— 0

i (z)
_ = p Z
dz J

01‘1%J désigne la dérivée dgz). Calculons la masse volumique de l@iz) en supposant qu'il s'agit d'un gaz parfait et

que l'atmospheére est isotherme

pV=nRT = o=—=mMm

ou M= L: = masse molaire de |' air.

L'équation différentielle de la fonctign(z) s'écrit alors

d M

_p =-p _g . Mg

dz RT ou RT = constante
P (0) =Po

Résolvez cette équation différentielle avec coadithitiale, d'abord sans ordinateur, puis aviathematica

m 1.3-TD3 Courbe logistique

Un modeélede croissanca&l'unepopulation




1-3_EQ-DIFFERENTIELLES.nb 28

Notonsp(t) le nombre d'individus d'une population a l'instai@ette fonction obéit a la loi de croissance

T — 2
pr=ap-bp ou a, b, po sontdesconstantes positives
p (0) = Ppo
Commentaires
1. Ce modele a été créé en 1837 par le biologidtartaais Verhulst. La fonctiop(t) ainsi définie porte le nom

de courbe logistique.

2. Le premier terme de I'équation différentiell = a p signifie que I'accroissement de la populationpespor-
tionnelle a la population, c'est-a-dire que le tdexcroissance est constant. Dans un tel cas,palgt®mn
croit indéfiniment selon une loi exponentielle (v®i1.1 TD 3).

3. Lorsque la population devient importante, lesoesces s'épuisent et les individus entrent en éttign. La
croissance de la population est réduite du tering? qui est proportionnel au nombre de rencontreseds d

individus par unité de temps.

Quedtions
1. Déterminez les nombres A et B tels que
1 A B

— +

ap —bp> p a-bp

2. Résolvez I'équation différentielle avec conditinitiale, d'abord sans ordinateur, puis aM&athematica
3. Pour la population humaine, le temps étant ex@emannées, admettons que

a ~0.03 b~3x10%

Calculez la population limite, c'est-a-dire

P =1lim p (1)
4, Le temps étant exprimé en années, placons heridi temps au moment ou notre planéte compteli@dnad
d'habitants
a ~ 0.03 b~3+x10% Po ~ 6 x 10°

Calculez la population 50 ans plus tard.
Représentez graphiquement la fonctpst) sur l'intervalleg-150, 15Q.

m 1.3-TD 4 Facultatif

Dans I'exemple du cours, le calcul symbolique atathematicanous a donné la solution

\/FVr_Log [mO]—\/FVr_Log [mO-gt]
q

Vo

\/p Tanh [

s (t)

Montrez que lorsqu'on remplace
p=4 m=8 9g=2;r =1

on obtient bien
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Indication

D'aprés les-ormulaires et tablgda fonctiontanh est appelétangente hyperboliquet est définie comme suit:

tanh (x) =



