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8§ 1.4 Equations différentielles linéaires (du prenaslre)

m Exemple : vitesse d'une particule en décantation

Considérons un corps en chute libre dans un miéeqgue I'écoulement est laminaire (c'est-a-dird'aysence de
turbulences). Par exemple, dans une cuve de déicantane particule tombe lentement. Ce corps @sings a deux
forces :
* une force constante dirigée vers le bas ax€lest orienté vers le bas)
F, = poids apparent = pesanteupoussée d'Archimede;
* une force de frottement proportionnelle a lasgte (son sens est opposé a la vitesse)
Fo=- fv
D'apres la loi de Newton,

Fi-f v=ma

Fi-f v=mv’

V' i+ —V = —— ou m F; etf sontdesconstantes

et t —»vVv (t) estlafonctiona déterminer.

Dans le cas ou I'on ne donne pas de conditiomiejton dit que I'on cherchedalution générale

m Définitions

L'équation différentielle ordinaire du premier ardrst diteihéaire si elle est de la forme

y'+a(t)y=>b(t)

en d'autres termes, dans la forme générale ci-dgstsofonctionf est affine ery

y =f (t,y) avec f (t,y)=-a(t)y+b(t)
par exemple,
y 2
, _t
y+t+l

L'équation (différentielle ordinaire du premier mrllinéaire est ditedmogéne si la fonctionb est nulle:
y'+a(t)y=0

L'équation (différentielle ordinaire du premier mejllinéaire est dite eoefficientsconstantsi les fonctionsa etb sont
constantes

y’ ' +ay =>b

m Résolution avec Mathematica

Soit a résoudre I'équation différentielle linéaimeomogene &oefficientsconstantsavec condition initiale

y'+ay =>b
y (to) =VYo

Clear [y, t,a, b, t0, y0]

sol =DSolve [{y' [t]+ay[t]==b,y [tO] ==y0},y [t], t]



1-4_EQ-DIFFERENTIELLES.nb 31

c'est-a-dire
bet + (ayg-b) e?lo
y (t) =
a (eat
Vérification :
Clear [y, t1;

be?! + (ay0 -b) e

ylt_1:

aeat

Simplify  [y* [t]+ay[t]-Db]
0

Simplify [y [t0 ]]

yO

= Equation différentielle linéaire homogene

Soit a résoudre I'équation différentielle linédimmogene coefficientsconstants

y'+ay =0
dont on cherche la solutigrénéraley(t).

Le principe de superposition s'énonce comme suit :
*  siy(t) est solution, alors, pour toute constagtia fonction ¢ y(t) est aussi solution;

* si y1(t), yo(t) sont deux solutions, alors la fonctigi(t) + y»(t) est aussi solution.

La solution générale forme un espace vectoriel.Noontrerons que cet espace vectoriel est de diomefs (voir
"Résolution de I'équation linéaire homogéne" cist@s). En d'autres termes, I'ensemble des solutistn®&nsemble
des multiples d'une solution appelée solution de base

{y (t) [y (t) =cr1ys (1), C1eR}
On dit aussi que la solution générale s'écrit amgaaramétre. Plus explicitement,
Clear [y, t]
sol =DSolve [{y' [t]+ay[t]==0},y [t], t]
{{yit1-e?" C[11}}
signifie que la solution générale est I'ensemberdeltiples de la fonction de base ¢3!
y (t) =cq et C1€eR
Vérification:

Clear [y, t,a, cl1;
y[t_]:=cle?!

y' [tl1+ay[t]
0

La donnée d'une condition initiajgty) = yo détermine la valeur de la constacte
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Yo = C1 e ato = Ci1=Yo edto et y (t) =yo edto gat —yge?@ (t-tg)

m Résolution de I'équation linéaire homogéne

Soit a résoudre I'équation différentielle linédimmogene coefficientsconstants

y'+ay =0
dont on cherche la solutigrénéraley(t).
Cette équation étant séparable, nous savons ladso

dy
— =-a
dt y

Une solution esg(t) = 0. Cherchons les solutions non triviales

d
—yzfadt
y
1
J—dly :—aJldlt
y
In |y | =-at + cg
Ly | :‘efatu:0 - % efat

y=cie?" o0 «cy=sign (y)-e
Finalement, la constante peut prendre n'importe quelle valeur réelle.

Nous avons ainsi établi que la solution générale driiion homogene constitue un espace vectorieindengion 1:

at

Yhor (t) =C1e” ol Ci€R

m Résolution de I'équation linéaire inhomogene

Soit a résoudre I'équation différentielle linéaneomogéne coefficientsconstant@vecconditioninitiale

{y'+ay:b
y (to) =Yo

Théoréme
Au lieu de chercher d'emblée I'ensemble des solitite I'équation inhomogeng, il suffit d'en déterminer une,

nimporte laquelle, indépendamment de toute canditiitiale, que nous appelons solution particeliet Notonsypar.

A partir de 13, il est facile de construire la d@n généraleyi,h. En effet, on a

(Yinh )" +@VYinh =D
<Ypan ), +AYpart = b
(yinh = Ypart )/ +a (Yinh = Ypart ) =0

La différence entre deux solutions de I'équatidromogene est solution de I'équatltizmogéneassociéey +ay = 0

dont la solution générale est notggnm.
Yhom = Yinh — Ypart
Yinh = Yhom + ¥Ypart

En mots: la solution générale de I'équation inha@negs'obtient en additionnant
* |a solution générale de I'équation homogassociée



1-4_EQ-DIFFERENTIELLES.nb 33

* une solution particuliere de I'équation infmgene.

Remarque: on montre également que la somme de stduions inhomogenes n'est, en général, pas aoldii
systeme.

Interprétatiorgéométrique

La solution générale homogene est représentéenpadroite qui passe par l'origine. La solution géleéde I'équation
homogene est un espace vectoriel de dimensionitl Yjyg, = C-y1, € € R dans la figure qui suit). L'espace vectoriel

Yhom €St engendré par la solution homogéne qui est une base de I'espace vectoriel.
Une solution particuliere de I'équation inhomogeseun ypa. (voir fig.).

La solution générale inhomogéne est représentéargadroite qui est paralléle a la solution homegém solution
générale de I'équation inhomogene est un espaoe dff dimension 1 (voiyi,, dans la fig.). L'espace affing,, est

limage par la translatiopar de I'espace vectorighom. La solution particuliere joue le role de poirsttiiche deyinh.

Yinh =Ypat +C -Y1
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1-éreétape solutiondel'équationhomogéne

On commence par résoudre I'équation homogene assbeiay = 0 dont la solution générale est

_at
Yhor (t) =cC1e?t, Ci1eR

2-emeétape: solutionparticuliereinhomogéne

On cherche une solution particuliere de I'équaititiomogene, n'importe laquelle, sans se préocalgéa condition
initiale. Dans notre situation, cherchons s'il &xisne solutioryp, qui serait onstante

Y part " A Ypart = b ou Y part =0
B b
Ypart = g

3-eme étap : solutior général de I'équatiol inhomogén

D'apre: ur théorem précéden la solutior général de I'équatiol inhomogen es
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b
-at
Yinh = Yhom + ¥Ypart =C1 €@ al + gy Ci1eR

4-emeétape: solutiondel'équationinhomogénesatisfaisanta conditioninitiale

Pour chaque condition initiale donng@,) = o, on peut calculer la valeur de la constante djnatifonc,

b
. b Yo—ga (ayo-b)e?'o
Yo=Cpe?dlo 4 — = C1-= =
a e’atO a

La solution qui satisfait la condition initiale est

(ayo-b)erto
Yinh = a—@’ +
(ayg-h) edto .t b (ayo-b) edlto  p edt b et + (ayg-b) e?to
(] + — = + =
a aeat aeat aeat

a

m Travaux dirigés du § 1.4

m 14-TD1 Loi de refroidissement d'un corps

A linstantt = 0, on plonge un corps de températ@xe (température initiale) dans un milieu de tempéea€y
(température asymptotique). Supposons que la teyérdu milieu demeure constante (par exempletasse de café
dans une salle a manger). Comment la températucenghs O(t) va-t-elle évoluer d®, vers®,s ? Avec Newton,
admettons que la variation de température est piopaelle a la différence entre la températurecdips et celle du
milieu

@ = -K (0 -05) ou k estuneconstante positive
Questions
a) Résolvez I'équation différentielle avec conditioitiale.

De quel type d'équation s'agit-il ?
b) Sachant que, dans une piéce a 20 °C, une tassdépasse de 70 °C a 40 °C en 8 minutes,
1° calculez;
2° dessinez la fonctioB(t);
3° calculez le temps nécessaire pour que le caemis70 °C a 20 °C;

4° calculez le temps nécessaire pour que le caepé&°C a 20 ° C sachant que la températuresfinal
est mesurée avec une incertitude® = +0.5°C.

C) Revenons au cas général de la question a). Prausela fonctior®(t) posséde une pseudo-périddeelle que
pour toutt
1
O (t +T) —Oas = E (@ (1) - Oas)
d) Un client pressé désire que son café-creme difsa le plus vite possible. De ce but, vaut-ilurigerser la
creme dans le café le plus t6t possible (au momerik est servi) ou le plus tard possible (justardwde

boire) ?

m 1.4-TD2 Un probléme de mélange
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Enonct du problém

Une cuve de volume V contien de I'eal salé( & la concentratio massiqu ¢cy. A l'instan t = 0, or fait arrivel une
solution de méme nature de concentration massigagec un débit constait tandis que du liquide quitte la cuve
avec le méme débit. Un mélangeur assure I'homagédaicontenu de la cuve. Détermir&l = concentration
massique du sel dans la cuve en fonction du temps.

Mise enéquation

Noton: Q(t) la quantité de matiére dissoute dans la cuve

t

C(t)zc() = Q(t)=Vec (t)
V

[ °

Q) =Vec (t) ()

D'autre part,

d'ou

D ce = masse de sel entrant dans la cuve par unité gestem
D c(t) = masse de sel sortant de la cuve par unité de temps

Q(t) =Dce - Dc (t) an)

En comparant (1) et (11),

V& (t) =Dce - Dc (t)

Il faut donc résoudre I'équation différentielle @o®ndition initiale

° ¢ D ¢ D
c =- —C + —C
(t) v (t) v Ce
c (0) =co
Questions
a) Résolvez I'équation différentielle avec conditioitiale.
De quel type d'équation s'agit-il ?
b) Application numérique
e k k
D=4 —, V = 200 n?, Ce =05 ﬁ, Co = i
s s n3
1° dessinez la fonctioc(t);
2° calculez aprés combien de temps la concentrdticsel dans le réservoir tombe a=1 %
m 14-TD3

L'exsanguino-transfusion consiste a changer tosig d'une personne. On estime qu'il faut changisrfois la masse
sanguine pour obtenir ce changement.

En utilisant un modéle analogue a celui de TD 2ligwez le phénoméne et estimez la quantité rékkgde sang
inchangé.

Remarque : dans la réalité, le sang en circulation n'esth@mamogene; il faudrait développer un modéle plusptexe.



