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8 1.4 Equations différentielles linéaires (du prenuedire)

m Exemple : vitesse d'une particule en décantation

Considérons un corps en chute libre dans un migeque I'écoulement est laminaire (c'est-a-dird'asence de
turbulences). Par exemple, dans une cuve de déicantane particule tombe lentement. Ce corps @sings a deux
forces :
* une force constante dirigée vers le bas axdl'est orienté vers le bas)
F, = poids apparent = pesanteupoussée d'Archimede;
* une force de frottement proportionnelle a l&se (son sens est opposé a la vitesse)
Fo=-fv
D'apres la loi de Newton,

Fi-fv=ma

Fi-fv=nmv

V i+ —V =— ou m F; etf sontdesconstantes
et t»vVv (t) estlafonctionadéterminer.

Dans le cas ou I'on ne donne pas de conditiomiejton dit que I'on cherchedalution générale

m Définitions

L'équation différentielle ordinaire du premier ardsst diteihéaire si elle est de la forme

y'+a(t)y=b(t)
en d'autres termes, dans la forme générale ci-dgslksofonctionf est affine ery
y' =f (t, y) avec f(t, y)=-a(t)y+b(t)

par exemple,

L'équation (différentielle ordinaire du premier mafllinéaire est ditedmogeéne si la fonctionb est nulle:
y'+a(t)y=0

L'équation (différentielle ordinaire du premier mejllinéaire est dite éoefficientsconstantsi les fonctionsa etb sont
constantes

y'+ay=>b

m Résolution avec Mathematica

Soit a résoudre I'équation différentielle linéaimeomogene &oefficientsconstantsavec condition initiale

y'+ay =Db
Yy (to) =Yo

Clear [y, t, a, b, t0,y0 ]

sol =DSolve [{y' [t]+ay[t] ==b,y [tO] ==y0},y [t], t]
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efat (b eat 7beat0 +aeat0 yo)

{yrer- )

a
c'est-a-dire
be + (ayg-b) e?lo
y (t) = oy
ae
Vérification :
Clear [y, t1;

be*' + (ay0 -b) e®

y[t_] .=

aeat
Simplify [y" [t]+ay[t]-b]
0

Simplify [y [t0 ]]
yO0

= Equation différentielle linéaire homogene

Soit a résoudre I'équation différentielle linédimnogénex coefficientsconstants

y'+ay =0
dont on cherche la solutiagrénéraley(t).

Le principe de superposition s'énonce comme suit :
* si y(t) est solution, alors, pour toute constaptka fonction ¢ yt) est aussi solution;

* si y1(t), y2(t) sont deux solutions, alors la fonctigy(t) + y»(t) est aussi solution.

La solution générale forme un espace vectoriel.SNoontrerons que cet espace vectoriel est de diomefs (voir
"Résolution de I'équation linéaire homogéne" cistdes). En d'autres termes, I'ensemble des solutistnéensemble
des multiples d'une solution appelée solution de base

{y (t) |y (t)=ciy1 (t), Cr1eR}
On dit aussi que la solution générale s'écrit amggarameétre. Plus explicitement,
Clear [y, t]
sol =DSolve [{y' [t]+ay[t] ==0},y [t], t]
{{yrt1->e?t Criy}}
signifie que la solution générale est 'ensembgemeltiples de la fonction de base e8!
y (t) =cg e?! Ci1€R
Vérification:

Clear [y, t, a, cl];
y[t_ ]:=cle?!

y'[tl+ay[t]
0

La donnée d'une condition initialgty) = yo détermine la valeur de la constacie
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to t

yo = Cl (E*ato — Cl = yO ea et y (t ) — yO (eato e—a — yo e,a (t-to)

m Résolution de I'équation linéaire homogéne

Soit a résoudre I'équation différentielle linédimnogénex coefficientsconstants

y'+ay =0
dont on cherche la solutiarénéraley(t).

Cette équation étant séparable, nous savons ladso

dy
— =-a
dt y

Une solution esy(t) = 0. Cherchons les solutions non triviales

d
Y = -adt
y
1
J— dy :—aJldlt
y
In |y |=-at +cg
|y | :efat+c0 - %o (efat

y=cie?" ol cy=sign (y) e
Finalement, la constante peut prendre n'importe quelle valeur réelle.

Nous avons ainsi établi que la solution généralkédeation homogéne constitue un espace vectigidimension 1:

Yhom (t) =C1 e?! ol Ci1eR

= Résolution de I'équation linéaire inhomogene

Soit a résoudre I'équation différentielle linéaireomogénex coefficientsconstant@avecconditioninitiale

{y’+ay:b
y (to) =VYo

Théoréme
Au lieu de chercher d'emblée I'ensemble des solitie I'équation inhomogengy, il suffit d'en déterminer une,

nimporte laquelle, indépendamment de toute canditiitiale, que nous appelons solution particeliet notons/pat.
A partir de |13, il est facile de construire la s@n généraleyin,. En effet, on a

(Yinh )" +@Yinh =D
(Y part )’ +aYpart = b
(Yinh —Ypart )" +@ (Yinh —Ypat ) =0

La différence entre deux solutions de I'équatidtomogéne est solution de I'équatfmmogéneassociéey +ay = 0

dont la solution générale est notégm.
Yhom = Yinh — Ypart
Yinh = Yhom * Y part

En mots: la solution générale de I'équation inhodnegs'obtient en additionnant
* la solution générale de I'équation homogasenciée
* une solution particuliere de I'équation infagéne.
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Remarque: on montre également que la somme de sduttons inhomogenes n'est, en général, pas coldii
systeme.

Interprétatiorgéométrique

La solution générale homogene est représentéengadroite qui passe par l'origine. La solution géleéde I'équation
homogéne est un espace vectoriel de dimensionid \iy, = c-y1, ¢ € R dans la figure qui suit). L'espace vectoriel

Yhom €St engendré par la solution homog@né qui est une base de I'espace vectoriel.
Une solution particuliere de I'équation inhomogeseun yyar (Voir fig.).

La solution générale inhomogéne est représentéargadroite qui est paralléle a la solution homegém solution
générale de I'équation inhomogéne est un espdoce ai dimension 1 (voiyi,, dans la fig.). L'espace affing,, est

limage par la translatiog,, de I'espace vectorighom. La solution particuliére joue le role de poirgttiche deyinn.

Yinh = Ypat +C - Y1

C/G
3.0

-0.5

1-éreétape solutiondel'équationhomogene

On commence par résoudre I'équation homogéene assoei a y = 0 dont la solution générale est
Yhom (t) =c1e?t, Ci1eR

2-emeétape: solutionparticuliereinhomogéne

On cherche une solution particuliere de I'équaitiilomogene, n'importe laquelle, sans se préocaipéda condition
initiale. Dans notre situation, cherchons s'il &xisne solutiory,,; qui serait onstante

(Ypart )’ +@Ypat = b ou (Ypart ) = 0
b

Ypat = —
a

3-eémeétape: solutiongénéralale'équationinhomogéne

D'aprés un théoréme précédent, la solution géndealéquation inhomogéne est

-at
Yinh = Yhom + Ypart =cie?t +—, C1eR
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4-emeétape: solutiondel'équationinhomogénesatisfaisanta conditioninitiale

Pour chaque condition initiale donng#,) = Yo, on peut calculer la valeur de la constante djnatiionc,

Yo-, (ayog-b)edto
Yo =Cpe?to 4 — = C1-= =
a eato a
La solution qui satisfait la condition initiale est
(ayo-b) eto b
Yinh = e?!l +— =
a a
(ayo-b)e?te b (ayo-b)e*'c be" be*' +(ayo-b)erto
e +— = + =
a a aed! aed! aed!
m Travaux dirigés du § 1.4
m 14-TD1 Loi de refroidissement d'un corps

A linstantt = 0, on plonge un corps de températ@xe (température initiale) dans un milieu de tempéea@y,
(température asymptotique). Supposons que la teysérdu milieu demeure constante (par exempletasse de café
dans une salle a manger). Comment la températuoemnhs O(t) va-t-elle évoluer d®q vers®,s ? Avec Newton,
admettons que la variation de température est ptiopoelle a la différence entre la températurecdips et celle du
milieu

0 = -K (0 -05) ou k estuneconstante positive
Questions
a) Résolvez I'équation différentielle avec conditiitiale.

De quel type d'équation s'agit-il ?
b) Sachant que, dans une piece a 20 °C, une tassdépasse de 70 °C a 40 °C en 8 minutes,
1° calculez;
2° dessinez la fonctio®(t);
3° calculez le temps nécessaire pour que le cakemis70 °C a 20 °C;

4° calculez le temps nécessaire pour que le cafepds°C a 20 ° C sachant que la températureefinal
est mesurée avec une incertituds® = +0.5 °C.

c) Revenons au cas général de la question a). Praueela fonctior®(t) possede une pseudo-périddeelle que
pour toutt
1
O (t +T) - Oas = E (® (t) - Oas)

d) Un client pressé désire que son café-creme didsm le plus vite possible. De ce but, vaut-ilurigerser la
créme dans le café le plus tét possible (au momerik est servi) ou le plus tard possible (justargwde
boire) ?

m 1.4-TD?2 Un probléme de mélange

Enoncédu probléme

Une cuve de volum¥ contient de I'eau salée a la concentration massigjuA l'instantt = 0, on fait arriver une
solution de méme nature de concentration massigagec un débit constait tandis que du liquide quitte la cuve
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avec le méme débit. Un mélangeur assure I'homagédéicontenu de la cuve. Détermiméz = concentration mas-
sique du sel dans la cuve en fonction du temps.

Mise enéquation

NotonsQ(t) la quantité de matiere dissoute dans la cuve

t
C(t)=c() = Q) =Vec (t)
\%
D'une part, on a
Sty =veq) ()

D'autre part,
D c. = masse de sel entrant dans la cuve par unité gesfem
D c(t) = masse de sel sortant de la cuve par unité de temps
d'ou
¢ (t) =Dce- De (1) ()

En comparant (1) et (ll),

Ve (t) =Dce- Dc (t)

Il faut donc résoudre I'équation différentielle evendition initiale

D D

[ J
C(t)y=-—c(t)+ —cC
v VN
c (0) =co
Questions
a) Résolvez I'équation différentielle avec conditioitiale.

De quel type d'équation s'agit-il ?

b) Application numérique

e k
D=4 —, V =200 n?, Ce =05 —, Co=2—
s m m

1° dessinez la fonctioe(t);

N . . . . N ki
2° calculez aprés combien de temps la concentrdticsel dans le réservoir tombe a= 1;2.

m 14-TD3

L'exsanguino-transfusion consiste a changer tosatg d'une personne. On estime qu'il faut changierfois la masse
sanguine pour obtenir ce changement.

En utilisant un modéle analogue a celui de TD pligiez le phénomeéne et estimez la quantité rébade sang
inchangeé.

Remarque : dans la réalité, le sang en circulation n'estiganogeéne; il faudrait développer un modéle piuspiexe.



