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82  Equation différentielle: ordinaire:
du deuxieme ordre

§ 2.1 Equations différentielles du deuxiéme ordre
Exemples et approche qualitative

m Oscillateur mécanique entretenu et amorti

Forces:
—k y = force de rappel du ressort;
k est appelé constante du ressort;
—fv =-fy =force de frottement dans le cas d'un écoulememhkire
(c'est-a-dire sans turbulenceg)est appelé&oefficient d'amortissement
Asin(Q t) = force d'excitation ou
A est appel@mplitude de I'excitatioet
Q) est appel#@itesse angulairéou pulsation) de I'excitateur.
En l'absence d'autres forces, selon la loi de Newto
-ky -f y’+Asin (Qt) =my”

f k A
V'+ —Yy '+ —Yy =—sIn (Qt)
n n n

Pour caractériser le mouvement, il faut donreexatonditions initiales, la vitesse initiale et lasfimn initiale:

y’ (to) = Vo
y (to) =Yo

m Oscillateur électrique entretenu et amorti

Dans un circuit RLC série, on a
L I’ = chute de tension aux bornes de la bobine;

R | = chute de tension aux bornes de la résistance itigsement);

% = chute de tension aux bornes du condensateur;

Up sin (Qt) = tension aux bornes du générateur.

C .
LI"+RIlI + = = Qt
c U sin (Qt)

LQ’+RQ+§—UOSin (Qt)

Q R Q - Q i (Qt)
"+ — + — Q= —21sIn
L LC L
Pour caractériser le mouvement, il faut donreexaonditions initiales, le courant initial et la cbe initiale:
Q (to) =1lo
Q(to) =

m Définitions
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Une équatioi différentielle ordinaire du_deuxiém _ordre es une équatiol dan: laquelle la dérivée second y”(t) es

exprimée en fonction d'une varialeley(t) et de la dérivée premiey&(t) :
y =f (t,y,y)

On cherche la fonction— y(t) qui vérifie I'équation.
Dans le premier exemple (oscillations mécaniguadhnctionf est

f k A
f t,y,y)=-—Yy - —y+—sin (Qt)
n n n

Lesconditionsinitialesd'une telle équation sont généralement au nontdbdewket de la forme

y’ (to) =VY1

y (to) =VYo

L'équation est diteitférentielle parce qu'elle contient degrivéesde la fonction inconnugt).

On dit que I'équation estdinaire parce que la fonction cherchg@) ne dépend queudie seule variable

On dit que I'équation est dieuxiéemeordre parce qu'elle contient une dérivée d'ordre delestt@-direy”(t)) mais

aucune dérivée d'ordre supérieur a deux.

m Etude expérimentale qualitative

Au lieu d'étre fondée sur des expériences de phgsitptre approche qualitative s'appuyera sur alesls exécutés par
Mathematica Dans une premiere lecture, il est conseillé dpams'attarder sur la maniere de calculer car pous
reviendrons dans les prochains paragraphes. Ppitigh votre attention sur les propriétés des smhgt obtenues
comme s'il s'agissait de résultats expérimentaux.

SetOptions  [Plot, AxesLabel - {"t"," y(t)"}, PlotRange - All, ImageSize - {400, 300 }71;

m Solution générale

Si on ne donne pas de conditions initiales, I'dégoatifférentielle du deuxiéme ordre posséde ufiaiii® de solutions
qui dépendent de deux paramettgs], C[2] appeléesonstantes d'intégratiorvoici un exemple numérique:

Clear [g,y, t1; g[t_]:=90Sin [Qt]

sol =DSolve [y'" [t]+2py' [t]1+qYy[t]==0[t], ¥y [t], t]
{{y[t} Set C[2] Cos[4t]+et C[1]Sin [4t] +
1
—— (-41Cos[t]Cos[4t] +Cos[4t ] Cos[9t] -41Cos[4t]Sin[t]-41Cos[t] Sinh[4t] -

328
9Cos[9t]Sin [4t] +41Sin [t]Sin [4t]+9Cos[4t]Sin [9t] +Sin [4t] Sin [9t1>}}

yg [t _] = Simplify [y[t] /. sol [[1]]]

5 4
1 C[2] Cos[4t] - —Cos[5t] +e!t C[1] Sin [4t] - — Sin [5t
e [2] [4t] 1 [St] +e (1] [4t] 1 [5t]

m Solution vérifiant les conditions initiales

Parmi les solutions précédentes, il en existe tmaeeseule qui vérifie deux conditions initialesdées

yO =0; yl1 =0; Clear [y, t1];
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sol =DSolve [{y" [t]1+2py' [t]1+qy[t]==9g[t],y [0] ==Yy0,y" [0]==yl},y [t], t]

1
{{y[t} »—Ee’t (-40Cos [4t] +41 e' Cos[t] Cos[4t] -e' Cos[4t] Cos[9t]

41 ¢' Cos[4t]Sin [t]-50Sin [4t] +41 e' Cos[t] Sin [4t] +9¢' Cos[9t ] Sin [4t] -
41 ¢! Sin [t]Sin [4t]-9e' Cos[4t]Sin [9t] -e' Sin [4t] Sin [9t ])}}

yi [t_] =Simplify [y[t] /. sol [[1]]]

1
ﬁe*‘ (40Cos[4t]-40e' Cos[5t] +50Sin [4t]-32¢" Sin [5t])

Vérifions que jit] est bien solution du systeme:

Simplify  [yi " [t]+2pyi "[t]+qyi [t]-9[t]]
0

yi [0]

yi ' [0]

Graphique:

Plot [yi [t], {t,0, t1}]
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= Dépendance de la condition initiale : état transitwe, état stationnaire

Calculons d'autres solutions de la méme équatftérelntielle mais en partant de conditions initsagéfférentes:

01'10'
Y—S,Y—,

sol =DSolve [{y" [t]1+2py' [t]1+qy[t]==9g[t],y [0]==y0,y" [0]==Yyl},y[t], t];
yil [t_] =Simplify [y[t] /. sol [[1]]]

1
me’t (132Cos [4t ] -50 ' Cos[5t ] +83Sin [4t] -40e' Sin [5t])

yo =0; yl1 = -1;
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sol =DSolve [{y" [t]+2py' [t]+qy[t]l==g[t],y [0]==y0,y" [0]==yl},y [t], t];
yi2 [t_] =Simplify [y[t] /. sol [[1]]1]

1
—He’t (-5Cos[4t] +5e' Cos[5t]+4 (Sin [4t]+e' Sin [5t]))

Plot [{yi [t], yil [t], yi2 [t]1}, {t,0, t1}]
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Au début du mouvement, la position de l'oscillatéépend des conditions initiales. Cet intervalldedaps est appelé
état transitoire Aprés un certain temps, l'oscillateur atteintétat de mouvement qui ne dépend presque plus des
conditions initiales; c'es@tat stationnaire.

= Une solution particuliére

A l'état stationnaire, le mouvement de l'oscillatest approximativement harmonique. Nous montredams le§ 2.3
gu'il existe une solution particulieére qui est ghrusoide

Clear [yp];

ypIt_1:= % Sin [Qt - ArcCos [ q-¢ ]]
(a-92)%+ 2pa)? \/(q-92)2+ (2pQ)?

yp [t]

Sin [St - ArcCos {7 4 H

Ja

Ja

Vérifions que cette fonction est une solution dguation différentielle

FullSimplify [yp" [t1+2pyp' [t]1+qyp[t]-g[t]]
0

Plot [{yi [t], yil [t], yi2 [t], yp[t]}, {t,0, tl},
PlotStyle - {Dashing [{}], Dashing [{}], Dashing [{}], Dashing [{0.01" }]1}]
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Cette solution correspond a des conditons initipeticulieres qui dépendent des données

yp [0]
5
iy
yp' [0]
20
4

Pour estimer la fréquence de cette solution pdigi®j comparons-la a la fréquence de I'excitateur:

Plot [{grt1, \/(q—92)2+(2p§2)2 yplIt1} (1,0,

PlotStyle - {Dashing [{}], Dashing [{0.01" }1}, AxesLabel - {"t", None }]

On observe que, aprés une période transitoireitég&ur contraint le systeme a oscilldaanéme fréquencgue lui.
Cependant, le mouvement d'oscillation peut ééghaséar rapport au mouvement d'entretien.
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Solution générale homogéne
En quoi deux solutions générales different-elles ?

Plot [{yi [t]-yp[t], yil [t]-yp[t], yi2 [t]-yp[t]1}, {t,0, t1}]

On constate que la différence entre deux solutpamticulieres tend rapidement vers 0. L'intervaietemps durant
lequel cette différence est non négligeable estlgphase transitoire

Du pointdevue mathématique

Considérons deux solutions(t) et y,(t) qui vérifient la méme équation différentielle

Y17 (1) +2pyy” (t) +qys (1)
Yo' (1) +2pyy’ () +qya (1)

(
(

)

=g (t
=g (t)

Soustrayons les deux équations:
(Y2 (1) -y1” (1)) +2py2" (1) -2py1’ (1) +Qqyz2 (1) -qys (1) =0
(Y2-Yy1)" (t) +2p (Y2-Yy1)" (t) +q (Y2-Yy1) (t) =0

Notons yom = Y2 — Y1 cette différence. Ona
Yhom (t) +2 P Yhom (t) +Q Yhom (t) =0

Les équations pour lesquelles ces soustractiomment une forme simple sont appeléeggiations différentielles
linéaires Une définition plus précise sera donnée danalagraphe 2.2.

On appelleéquation homogene associ&uation différentielle que I'on obtient en rdagantg(t) par 0, c'est-a-dire
y'+2pYy +qy= 0. La solution générale de I'équation homogénec#&s@st notég,,m Par opposition, I'équation
initiale y” + 2 py +q y= g(t) dans laquellg(t) + O est appelééquation inhomogéne

Nous venons de démontrer que la différence entre delutiens de I'équation inhomogéne est solution'@guhtion
homogene.

Y2 -Y1 = Yhom

Réciproquement, si on ajoute une solution homoggge a une solution particuliere inhomogéyg on obtient une
autre solution inhomogéne

Y2 =Y1+ Yhom
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Enfin, si or dispos' d'une solutior particulier¢inhomogen vy, il es possibli d'obteni n'importe quelle autre solutior
inhomogeney, en ajoutant &; une solution homogene appropriggm.

Du pointdevuephysique

La différenceynom = Y2 — Y1 étant une solution de I'équation homogéne
Yhom” (t) +2 P Yhom (t) +0 Yhom (t) =0
elle décrit le mouvement d'un systémen entretenuc'est-a-dire aveg(t) = 0.

Si le frottement n'est pas nyb & 0), aprés une phase transitoire, I'oscillateur emmetenu tend vers I'état de repos
(voir figure précédente).

m Travaux dirigés du § 2.1

m 21-TD1 Mouvement rectiligne uniformémemt accéléré
Considéron un corps de mass m soumi: & une force constant F. D'apré I'équatior de Newton on a
ma=F

Le probléeme consiste a déterminer I'horaif® de la masse. La cinématique nous enseigne qu&ilgéd de I'horaire
donne la vitessg(t) et la dérivée de la vitesse donne l'accélération

y (t) =
v

~
—
—
—
Il
o <
—
—
~

= y” (t) =a(t)

En remplacant dans I'équation de Newton, on obfiEaation différentielle
y” (t) = — ou m F constants

Nous y ajoutons les deux conditions initiales

y (0) =yo
y  (0) =vo
a) Résolvez cette équation différentielle ordindwedeuxieme ordre avec conditions initiales.

(On ne demande pas seulement la réponse mais thedadéour la déterminer.)

b) Vérifiez la réponse obtenue (ou la réponse cagnnue
C) Résolvez le cas particuligy’(t) = 0 avec les conditions initialeg(0) = yy et y'(0) = v.
m 21-TD2 Mouvement harmonique

On se place maintenant dans le cas ou l'oscillatest ni amorti f = 0 doncp = 0), ni entretenug(t) = 0). Plus

concrétement, considérons une massgui peut coulisser sans frottement le long d'igee lorizontale. Cette masse est
soumise a l'action d'un ressort de masse négligeslae raideuk. Appelonsy(t) sa position a l'instart

L'équation de Newtor- = m a prend la forme d'une équation différentielle
-ky =my”

qui se réduit a

y +qy =0 ou a =

3| x
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Solution: de basi

Calcule: la valeu de w poui laquelle les dew fonctions suivante son solution:
y1 (t) =cos (wt)
y2 (t) =sin (wt)

Solutiongénérale

Principe de supersposition : montrez que toute @uagon linéaire des deux fonctions de base estisnl de
I'équation différentielle

y (t) =C1ys (t) +Cay2 (1)

Solutionvérifiantles conditionsinitiales

Les deux conditions initiales

y (0) =y0, 'y’ (0)=v0

. . . C1
déterminent unlvoquement les COﬂStaVEE:e%.
2

Autresformesdela solution

Toute solution peut s'écrire sous la forme
y (t) =acos (wt -¢)

Pour le montrer, commencons par écrire le vectéuast sous la forme polaire

c
(1):a(c_os (W) ol a=-+/c?+c3 et
Co sin ()
C1 : Co
¢ telque cos (p) = — et sin (p) = —
a a
,,,,,, CZ
a
A
C‘l
En vertu des formules d'addition d'arcs de la trigoétrie,
y (t) =c1c0S (wt) +cCpsin (wt) =
a (cos (p)cos (wt) +sin (¢)sin (wt)) =acos (wt -p)

§ 2.2 Equation différentielle linéaire homogéene afticients constants

m Oscillateur mécaniqgue amorti (non entretenu)
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Equation différentielle

Forces:
—k y = force de rappel du ressort;
k est appelé constante du ressort;
—fv =-fy =force de frottement dans le cas d'un écoulememhkire
(c'est-a-dire sans turbulanceg)est appel€oefficient d'amortissement
En l'absence d'autres forces, selon la loi de Newto

7k y _ f y/ — my//
f k
y'+ -y +—y=0
n 11
Pour caractériser le mouvement, il faut donreexatonditions initiales, la vitesse initiale et lasfimn initiale:

"(to) =Vo

y
y (to) =Yo

m Etude expérimentale qualitative

En l'absence de force de frottemeht=0), une fois mise en mouvement, la masse oscillerpétuellement selon un
mouvement harmonique. On parle alors de mouven@iagique.

En présence d'une faible force de frottement (gpport a la force de rappel), I'amplitude des tamhs décroit au fil
du temps. On dit alors qu'on se trouve dans lelessscillations amortiegou du mouvement pseudo-périodique).

Enfin, lorsque le frottement est important (parpag a la force de rappel), la masse ne peut @adler. Lorsqu'on
écarte la masse de la position d'équilibre, elletgurne lentement, sans jamais la dépasser. Oa @ars de
mouvement apériodique

La discussion de I'équation différentielle va abrcutes différents cas.

m Oscillateur électrigue amorti (non entretenu)

= Equation différentielle

Dans un circuit RLC série, on a
L I’ =chute de tension aux bornes de la bobine;

R I =chute de tension aux bornes de la résistance (tiagswmnent);

% =chute de tension aux bornes du condensateur.

Ll +RI +E:0
C

LQ’+RQ+§—0

@ Qs o0
LT Lle T

Pour caractériser le mouvement, il faut donreexdonditions initiales, la vitesse initiale et lasgimn initiale:

C (to) =10
Q(to) =G
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m Etude expérimentale qualitative

En l'absence de résistand® = 0), aprés la fermeture du circuit, la charge omdallperpétuellement selon un
mouvement harmonique. On parle alors de circuétatipériodique.

En présence d'une faible résistance, 'amplitudeodeillations décroit au fil du temps. On dit alqu'on se trouve dans
le cas desscillations amortiegou du mouvement pseudo-périodique).

Enfin, lorsque la résistance est grande, la chaegpeut plus osciller. A la fermeture du circuit,condensateur se
décharge lentement. On parle alorsymivement apériodique

La discussion de I'équation différentielle devrawtl a ces différents cas.

m Définitions

L'équation différentielle ordinaire du deuxiemererdst diteihéaire si elle est de la forme

y’+2p (t)y +q (t)y =g (t)
en d'autres termes, dans la forme générale ci-dgsiofonctionf est affine ery et eny’
y’=f (t,y,y) avec f (t,y,y)=-2p(t)y -q(t)y+g(t)
L'équation (différentielle ordinaire du deuxiemelm@) linéaire est ditedmogeéne si la fonctiong est nulle:
y’+2p(t)y +q(t)y =0

L'équation (différentielle ordinaire du deuxiemelr@) linéaire est dite éoefficientsconstantsi les fonctionsp, q et

g sont constantes
y’ +2py +qy =9

En particulier, I'équation (différentielle ordinaidu deuxiéme ordre) suivante est linéaioenogénea coefficients
congtants si les fonctionsp etq sont constantes

y’+2py’ +qy =0
C'est le cas pour les deux exemples précédents pmec!'ocillateur mécanique non excité par urredextérieure

f k
p= o q = -

et, pour l'ocillateur électrique non excité
R 1

P21 9 1c

m Solution générale de I'équation différentielle linaire homogene

Soit a résoudre I'équation différentielle linédimmogene coefficientsconstants

y"+2py +qy =0

dont on cherche la solutigrénéraley(t).

= Principe de superposition

Le principe de superposition s'énonce comme suit :
* si y(t) est solution, alors, pour toute constaptia fonction ¢ y(t) est aussi solution;
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* si y1(1), y2(t) sont deux solutions, alors la fonctigi(t) + y»(t) est aussi solution.

La solution générale forme un espace vectoriel.eSpace vectoriel est de dimension 2. En d'awtreses, I'ensemble
des solutions est I'ensemble des multiples de deluionsy;, y» appelées solutions de base

{y (t) [y (t) =Ciya (t) +C2y2 (t), C1€R, C2€R}

On dit auss que la solutior général s'écri ave(deux parametre

= Solution générale du cas apériodique :p? > q

Selon la proposition d'Euler (1739), cherchonsstdations réelles de la forme
y (t) =e'!

ou A est une constante a déterminer. Remplagons éausition différentielle
(e“)ﬂ +2p (e“)/+q e’ =0
ettt i2parett +gqett =0
(2+2par+qg)e’t =0

A doit étre solution de I'équation caractéristique
A +2pr+q=0

Dans le cas ou le discriminant est positif
A= (2p)?-4q =4 (p>-q)>0 =  p?>q

I'équation caractéristique possede deux solutions

5 =-p - /P-4

A1

A2 =-p + /P

ce qui nous donne deux solutions de I'équatiogwifitielle, appeléesmlutions de base

yo () = el P VPt
Yo (t) el PP

La solution générale de I'équation différentiebe leensemble des combinaisons linéaires de cessidutions

T

+Cor e \ Ci1 eR, CreR

y (1) ccpel PPl

m Solutions de Mathematica
Clear [y, t, p, q]
sol =DSolve [{y" [t]1+2py' [t]1+qy[t]==0},y [t], t]

(*pfm‘Jt (*Fﬁmw cr2) }}

[yitr-e Cl1] +e

signifie que la solution générale est

ot

[p-q |t

-py .
y(t)zcle( +Cz<e( A ou Ci1€R, Cr€R
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Remarques

Si le systéme est apériodique? & q), alors le systéme ne peut pas osciller et I'éouigtosséde deux solutions réelles
dont les formules sont données ci-dessus.

Si le systéme effectue des oscillations amortigs<(q), la formule donnée parlathematicademeure valide mais elle
doit étre interprétée comme une solution complbiaeis donnerons les solutions réelles ci-apres.

Si le systéme est a la limite d'apériodicipd £ g), Mathematicane donne qu'une solution; il en existe encoreaurie
gue nous donnerons également ci-dessous.

= Solution générale du cas des oscillations amorties p? < q

Le circuit posséde urfeéquence propre

27 27

La solution générale de I'équation différentielé lensemble des combinaisons linéaires de dduti@ts de base

[y (t) =eP! (cicos (wt) +cosin (wt)) | CieR, CreR

Pour une démonstration compléte, consultez le dentisomplémentaire suivant:
sur le site http://www.collegedusud.ch/app/apphséat

suivez les liendDocumentsMathematica / Annexes: Equations differentielles
et téléchargez le cahigr2_Equa_diff_suppl.nb

Dans le cours, nous nous contentons de vérifisoli#ion donnée:

Clear [cl, c2]; w=1/q-p?;

y[t 1:=eP' (cl Cos[wt] +cC2 Sin [wt])

Simplify  [y" [t]1+2py' [t]+qy[t]]
0

Il est aussi possible d'écrire la solution sousiae suivante:
y (t)y=aePlcos (wt -y) aceR, Y eR
= Solution générale du cas de la limite d'apériodio& : p? = q

La solution générale de I'équation différentielé lensemble des combinaisons linéaires de cessidutions

[y () =eP! (ci+cot) | CLeR, CreR

Vérification:

Clear [cl, c21;
yit ]:=eP! (cl+c2t)

Simplify  [y" [t]1+2py' [t1+qy[t]] /. q-p?
0

On peut montrer que c'est le cas ou le mobile neveeplus rapidement a la position de repos. Qatbpriété est
utilisée dans la construction des galvanometres.
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Solution de I'équation différentielle linéaire hom@ene avec conditions initiales
m Cas apériodique
Clear [y, t, p, g, cl, c2];
y[t_ 1:=cl e[_p_m]t +C2 e[_mm)t
La donnée de conditions initialesy(tg) = yo, Y'(to) = Y1} détermine la valeur des constartgstc,
Clear [tO, yO, y11;

es = Solve [{y[t0O] ==y0, y' [tO] ==yl}, {cl, c2}]

e’(’p”"z’q Jo (—pyo +/p?-q YO —yl)
{{Cl%

ef(fp”pZ’q ]to (pyo ++/p2-q yo +y1)

,C2 -

24/p?-q 24/p?-q
Voici donc la solution qui satisfait les conditiangiales

Simplify  [y[t] /. es[[1]]]
1

24/p?-q

oS0z B _p+nlp2- _
e [p Ve q)(t 10) (—py0+ /pz—q yO—yl) +e[P\/P q)(t 10) (py0+ /pz—q y0+yl)]
Exemple numérique:

Clear [z];
1

24/p?-q
e VT 0 Loy s g y0 -yt ) TV (0 5T o +y1)] /

{p-5 g-9 t0 -0, yO->1, yl -0}

Z[t 1:=

Z[t]

©|

(—e’gt +9et )

Plot [z[t], {t,0,4 3}, ImageSize - {400, 300 }]
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Dans ce cas, on dit que la force de frottementsopense la force de rappel.

m Cas des oscillations amorties

Clear [y, t, c1, c2]; w=4-p2+q;

y[t_ ]1:=eP' (cl Cos[wt] +cC2Sin [wt])
La donnée de conditions initialg&o) = Yo, Y'(to) = y1 détermine la valeur des constartgstc,

Clear [tO, yO, yl17];
es =Solve [{y[t0] ==y0, y' [tO] ==y1}, {cl, c2}]

Hcl»
eP 1 (Myoms Nﬁto | -pyosin Nﬁto | -y1sin Nﬁto m/

A -p? +q Cos[ —p2+qt0r+Sin {x/—p2+qt0rJ],02 >
eP® (pyOCos[ -p?+q tO } +y1Cos[x/7p2+q t0 } ++/-p? +q y0Sin {\/7p2+q t0 ”)/
A -p? +q Cos[ -p?+q tO }2+Sin {x/7p2+q t0 r}]}}

Voici donc la solution qui satisfait les conditiangiales :

Simplify  [y[t] /. es[[1]]]

;ep““m (\/7p2+q y0 Cos {\/7p2+q (t -t0 )] + (py0 +yl) Sin [\/7p2+q (t -t0 )])
\-p?+q
c'est-a-dire

1
y (t)y == ePt0) (yy0Cos[w (t -t0 )] + (py0 +yl) Sin [w (t -t0 ) ])
w

Exemple numérique:

Clear [z];
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1
\V-p2+q
(Ep(‘“to) (\/-p2+q y0 Cos[\/-p2+q (t -tO)] + (py0 +yl) Sin [\/-p2+q (t -tO)])) /.

{p-»1 g-»65 t0 -0, yO »1, yl -0}

zZ[t 1:=

Z[t]
1
ge’t (8Cos[8t] +Sin [8t])

Plot [z[t], {t,0,5 3}, PlotRange - All, ImageSize - {400, 300 }]

3 4 5

‘A‘/\‘xm“m“ﬁ\“th
v 2

-05 +

m Cas de la limite d'apériodicité

Clear [y, t, c1, c27;
y[t_]:=eP' (cl +c2t)

La donnée de conditions initialgé&g) = Yo, Y'(to) = y1 détermine la valeur des constartestc,

Clear [tO, yO, yl11;
es =Solve [{y[t0O] ==y0, y' [tO]==yl}, {cl, c2}]

{{c1 > -eP® (-y0 +ptOy0 +t0yl ), c2 - e (py0 +yl)}}
Voici donc la solution qui satisfait les conditiangiales :

Simplify [y [t] /. es[[1]]]

eP 1+10) (yO 1 pty0 -ptOy0 +tyl -tOyl )
Exemple numérique:

Clear [z];
Z[t_]::
EP(-1+10) (yO +pt yO -ptOYy0 +t yl -t0yl ) /. {p->4, q-16, t0 -0, yO »1, yl -» 0}

Z[t]
et (1+4t1)

Plot [z[t], {t,0,25 }, PlotRange - All, ImageSize - {400, 300 }]
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m Travaux dirigés du § 2.2

m 22-TD1 Glissement d'une corde sans frottement

Une corde de longueut se trouve dans la situation initiale suivante: paetie de longueur — y, est posée
horizontalement sur un toit tandis qu'une longugysend dans le vide. A l'instaht O, on la lache et, sous l'effet de la
pesanteur, elle se met a glisser:

Nous négligeons les frottements. Pour décrire la pmsitie la corde, on choisit la positioy(t) de son extrémité A.
Etablissons I'équation différentielle.

La force qui s'exerce sur la corde est la forcpalanteur qui s'exerce sur la partie qui pend. i$atola masse totale
de la corde. La pesanteur vaut

y
F==m
’ g

L'équation de Newton
F=nmy”

conduit & I'équation différentielle avec conditiomisiales

y”_
y

(0) =Yyo; y (0)=0

a) Résolvez I'équation différentielle avec condisidnitiales.

b) Application numérique : on dondie= 4m, yo = 1m.
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Combien de temps dure le glissement ?
Quelle est la vitesse a la fin du glissement ?

m 2.2-TD 2 Circuit RCL non entretenu

a) A partir des lois de la physique, expliquez canbon arrive a
I'équation différentielle du circuit RCL série nentretenu

1
LI"+RlI"+ =1 =0
C

b) A quelle condition une oscillation amortie seghuit-elle ?
Quelle est alors sa fréquence propre ?

c) En partant du cours, écrivez la solution gémédal I'équation différentielle.
§ 2.3 Equations différentielles linéaires inhomogene

Soit a résoudre I'équation différentielle linéameomogenevecconditionsinitiales

{ y’+2py +qy =9 (t)
y (to) =VYo; Y (to) =VY1

dans le cas op etq sont des constantes et g est une sinuggiyle go sin(2t)

m Principe de superposition

Au lieu de chercher d'emblée I'ensemble des solsitite I'équation inhomogeng,, il suffit d'en déterminer une,
nimporte laquelle, indépendamment de toute canditiitiale, que nous appelons solution particeliet Notonsypar.

A partir de 13, il est facile de construire la d@n généraleyi,n. En effet, on a
(Yinh )" +2P (Yinh )" +dYinh =9
(Ypat )" +2P (Ypat ) +d Ypat =0
(yinh = Ypart )” +2p (Yinh = Ypart )l +q (yinh = Ypart ) =0

La différence entre deux solutions de I'équatiomomogene est solution de I'équatibomogeneassociée
Yy +2pYy +qy= 0dontla solution générale est notgen.

Yhom = Yinh — Ypart
Yinh = Yhom + Ypart
Yinh = Yhom + Ypart

En mots: la solution générale de I'équation inha@negs'obtient en additionnant
* la solution générale de I'équation homoge®cige
*  une solution particuliere de I'équation inhoraneg.

m 1-ere étape : solution générale de I'équation homege
On commence par résoudre I'équation homogene asséci 2 py + qy = 0 dont la solution générale est

Yhom () =C1y1 (t) +C2Yy2 (1), C1€R, C2€R

et ouyy, Y, sont les deux fonctions de base qui ont été dentiées le § 2.2. Leur forme explicite dépend doesidu

discrimiant( p? — q) de I'équation caractéristique.
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2-eme étape : une solution particuliere inhomogene

On cherche une solution particuliere de I'équaititiomogene, n'importe laquelle, sans se préocalgéa condition
initiale. Dans notre situation, cherchons s'il &xigne solutionyya qui serait une fonction sinusoidale de méme

fréquence que l'excitation. Nous admettons cepemiaglle puissse étre déphasée par rapport ddean.

Premiéreforme

<Ypan )” +2p (ypart )/ +0 Ypat =gosin (Qt)
ou, pour tenir compte d'un éventuel déphasagg: (t) =aj; sin (Qt) +apcos (Qt)

(-@%aisin (Qt) -Q%acos (Qt)) +2p (Ra;cos (Qt) -Qazsin (Qt)) +
g (a;sin (Qt) +axcos (Qt)) =ggsin (Qt)

(-Q?a1-2pQaz+ ga; -go) sin (Qt) + (-0%a; +2pQay +qaz)cos (Qt) =0

P, 0, go €t Q étant donnés, nous déterminons maintenant lebmesa,, a, tels que I'égalité précédente soit vérifiée a
tous les instants:

{—Qza1—2p9a2+ ga; -go=0
-Q%?a, +2pQa; +qa, =0

{(q—Qz)a1+(—2pQ) a, = go
(2pe)a; +(q -9?)az =0

Ce systéme de deux équations linéaires a deuxnnesra pour solution

(a-9%) go ~2pQago
) a =

ai =
(q-92)°+ (2pa)? (q-92)%+ (2pa)?

Finalement, une solution particuliere est

(Q*Qz)go _ 2pQdo
Ypat (1) = sin (Qt) - cos (Qt)

(q-22)%+ (2po)? (q-92)%+ 2po)?

Deuxieémeforme

Le résultat précédent peut se récrire sous la forme

Ypat (t) =asin (Qt -¢) ou a = amplitude de 1' oscillation et
¢ = déphasage del'oscillation par rapport al' excitation

Pour ce faire, calculons les coordonnées poldmes) du vecteur suivant

(a-92) go
(a-22 )% @2pa)? | a (cos (w))
2pQge 7 \sin (o)

(q-22 )%+ (2pa)?

a est la norme du vecteur. Nous supposonsggue0.

(q - QZ) 9o

2
2pQdo
- 2
(a-2)"+ 2pa)?

(q-92)%+ (2pa)?

\/(q92)2+ 2po)?
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(a-0%) g0
. 1 _02)? 2
¢ désigne l'angle entre les vecte&ﬁ et (@-o?)@par |
2pQgy
(a-02 P+ p0y?
(a-92) go
(q—§22)2+(2p§2)2 quz
cos (@) = =
a
J(q ~?)"+ (2p0)?
2p Qg
. (a-22)*+2pe)? 2pe
sin () = =
a

\/(q ~o?)? s 2po)?

Si on suppose > 0 et Q > 0, le déphasage peut s'écrire

q-°

( = arccos

(q-92)°+ (2p@)?

En utilisant la relation trigonométrique
sin (a-pB) =sin (a) cos (B) -c€os (o) sin (B)

la solution peut étre récrite sous une autre farme

(a-92) 9o . 2p2go
Ypart (t) = . sin (Qt) - . cos (Qt) =
(a-02) +(2p)? (q-2) +(2p)?
(acos (p))sin (Qt) - (asin (p)) cos (Qt) =
a(sin (Qt)cos (p) - cos (Qt)sin (¢)) =asin (Qt - )

Finalement, une solution particuliére est

9o _ g-o2
Ypat () = sin |Qt - arccos

\/(q92)2+<2p9>2 \/(q92)2+<2p9>2

Pour des données numériques, une vérification tie derniere formule paiathematicaa été effectuée dans§e — 1.

Autre méthodede calcul

Il est possible d'alléger les calculs précédentfaisant appel aux propriétés des nombres compl€&mssultez le
document complémentaire suivant:

sur le site http://www.collegedusud.ch/app/apphsat

suivez les liendDocumentsMathematica / Annexes: Equations differentielles

téléchargez le cahi@-3 Equa_diff_suppl.nbet consultez la parti§ 2.3-S1

m 3-éme étape : solution générale de I'équation inhargéne
D'aprés un théoreme précédent, la solution géndealléquation inhomogéne est de la forme

Yinh = Yhom+ Ypat =C1Y1 (t) +Coyo (t) +asin (Qt -o), Ci1€R, CreR
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oU I'expressiocy, y; (t) +Co Yy, (t) es définiedan:le§2.2el asin(lt—¢) es définie ci-dessu:

La solution générale contient toutes les solutidad'équation différentielle inhomogéne sans seqéper des
conditions initiales. Un exemple numérique expii@st donné dans le document complémentaire suivant

sur le site http://www.collegedusud.ch/app/apphséat

suivez les rubrigue®ocumentsMathematica / Annexes: Equations differentielles

téléchargez le cahi@3 Equa_diff _suppl.nbet consultez la parti& 2.3-S2

m 4-éme étape : la solution de I'équation inhomogertii satisfait les conditions
initiales
Pour chaque paire de conditions initialg@g) = Yo, Y (to) = Y1, on peut calculer la valeur des constantes dliati&gs

C1, Co. Il s'agit simplement de résoudre un systéme de& dguations linéaires a deux inconnues. Pourellégtre
tache, utilisondMathematica

Yinh =C1Y1 (t) +Caya () +asin (Qt -¢)

» Oscillations amorties et entretenues avec conditisrinitiales, cas p? < q

w=1/q-p?
y (t) =eP! (cpcos (wt) +cCosin (wt)) +asin (Qt - @)
Exemple numérique

p=2, g=5 =2, g0=3; yO =0; yl =0;
Clear [g]; g[t_1:=090Sin [Qt]
Clear [cl, c27];

w=10q-p*;
yp[t_1:= 90 Sin [m - ArcCos [ q-9° ]]

(a-92)%+ 2pa)? \/(q-92)2+ 2po)?

y[t_]1:=eP! (cl Cos[wt]+C2Sin [wt]) +ypl[t];
yltl

3 Sin [Zt - ArcCos { ! H

Jes

e?2! (c1Cos[t]+¢c2Sin [t]) +

\/ 65
ccl2 =Solve [{y[0] ==y0,y"' [0] ==yl}, {cl, c2}]

24 42

oo 2 - )

ys[t_1:=y[t] /. ccl2 [[1]1];
ys [t]

3 Sin [Zt - ArcCos [ = H

Jes

(S +

65 65

2t 24Cos [t] 42Sin [t})
- +

1/ 65
Vérification

FullSimplify [ys'" [t]1+2pys' [t]1+qys[t]-g[t]]
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Simplify  [ys [0]]
0

Simplify  [ys* [0]]
0

m Travaux dirigésdu § 2.2

m 23-TD1

Une massem est attachée a un ressort de raidkuet libre de se déplacer verticalement. Au refzog)asse se trouve
en y=0. On améne cette masse g yp et, au tempg = 0, on lache le systéme sans vitesse initiale. @figeéla

résistance de l'air au déplacement ainsi que laerds ressort.
a) Etablir I'équation différentielle de la positigrit) de cette masse.

b) Résoudre I'équation différentielle avec la méthddnnée dans le cours.
Indication: chercher s'il existe une solution réele la formey(t) = ...

C) [Facultatif] Résoudre I'équation différentielleca la méthode donnée dans le supplément § 2-2 S1
qui fait appel aux nombres complexes.

m 23-TD2 Oscillations entretenues non amortiegp(= 0)

A
On consideére le circuit (idéalisé) LC entretenuyoae tension du typ&J (t) = U sin(Qt).

a) Etablir 'équation différentielle de l'intensitét).

b) Résoudre I'équation différentielle établiea@navec les conditions initiales
1(0) =1y et1'(0) =1, au moyen de la méthode donnée dans le cours.

Donner une représentation graphiqueld®@ pour

A
L=100H, C=10*F, 0=0.1s?, U=3000V, lo=0 etl; =12

C) [Facultatif] Résoudre I'équation différentiefimblie era) avec les conditions initiales
1(0) =1y et1'(0) =1, au moyen de la méthode donnée dans le supplénzeatSl

qui fait appel aux nombres complexes.
m 23-TD3 Glissement d'une corde avec frottement

Une corde de longueut se trouve dans la situation initiale suivante: paetie de longueur — y, est posée
horizontalement sur un toit tandis qu'une longugysend dans le vide. A l'instaht 0, on la lache et, sous l'effet de la
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pesanteur, elle se met a glisser:

Nous tenons compte du frottement de la partie horidengar le toit. On donne le coefficient de frotterinde
glissemenj:. Etablissons I'équation différentielle.

La force qui s'exerce sur la corde est la forcpalanteur qui s'exerce sur la partie qui pend. Méatola masse totale
de la corde. La pesanteur vaut

y
Fi==m
1= g

La force de frottement est égalg éois le poids de la partie horizontale

L'équation de Newton
Fi+F=ny”

condui g I'équatiol différentielle ave« condition: initiales

o 1+wg
y 7?)/:7119

y (0) =VYo: y ' (0)=0

Résolvez I'équation différentielle avec conditiamales.

Indication : I'équation différentielle posséde une solutiartipuliére constante.

m 23-TD 4 Circuit RCL entretent

a) A partir des lois de la physique, expliquez pooi I'équation différentielle du circuit RCL ségatretenu est
1
LI”+RI’+EI =QUycos (Qt)

Q désigne ici la fréequence du générateur.

b) [Avec Mathematicd Montrez que I'équation différentielle admet ldusion particuliére stationnaire suivante

1
U sc @b R .
cos (Qt) + sin (Qt)

\/R2+(Ql—CQL)2 \/R2+(Ql—CQL)2 \/R2+(Ql—CQL)2




