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m § 2.3 Méthode de la sécante ou regula falsi (facultatif)

En premiére lecture, 'étudiant est invité a sauter le § 2.3 et a poursuivre directement au début du § 2.4

= Motivation

Dans la figure ci-dessous, avec la méthode deskebiion, I'approximation suivante est

e [2200)
y
fo)F - -
X
f@atpb - -

La méthode de la bissection est lente. On cheroshenéthode qui convergerait plus vite vers la gcitune idée pour
accélérer la convergence consisterait a prendreggproximation suivante

re[xy, b ou
X1 = abscisse dE intersection de la sécante avéaxe des x.

m Description de la méthode

La méthode de la sécante est donnée Hansulaires et tables. Pour une fonctiof définie sur un intervallga, b] et
telle quef(a)- f (b) <0, l'idée est de remplacer localement la fonctigrar la droite qui passe par les deux pajrts
f(a)), (b, f(b)). La"méthode de la sécante" est aussi appelée adasi".

m Exercice 2-3- 1 (facultatif)

Ecrivez I'équation de la droite, appelée sécantepasse par les deux points
(a, f (a)), (b, f (b))
Etablissez la formule d'itération de la méthoddadsécante: la premiére approximatiqrd'un zéro dé est

af (b) -bf (a)
f (b) -f (a)

Expliquez aussi comment choisir l'intervalle suivan [a, x31] ou [X;, b] ?
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m Exercice 2-3- P 4 (facultatif)

Au moyen de la méthode de la sécante, résolvez nguménent le probleme 1-4 avec les données suisante
t=0.3, r=1.
Calculeza & la précision+ 107° puis calculenh.

a) Résolutiorsemi-automatique

Remplissez, a la main, un tableau analogue a qakivous feriez pour la méthode de la bissectionr Bffectuer les
calculs numériques, utilisedathematica. Aprés avoir défini la fonctiof dont vous cherchez les zéros, définissez la
fonction qui vous donne la valeur ggpour un intervalle [a, b] donné :

af[b]-bf[a]
secante[a_, b ]:=z ————————

f[b] -f[a]
Vous pouvez ensuite utiliser cette fonction, pamaple,

x1 = secante[2, 3]
1.66842
b) Résolutionautomatique

Utilisons Mathematica. pour réaliser tous les calculs. Définissons wmetion d'itérationsucc qui, a un intervalle
[ax, bg], fait correspondre l'intervalle emboité suivad, 1, bx.1]

C ear [succ];
succ[{a , b }]:=

af[b]-bf[a]

Modul e[{xl}, x1 = 1 [f [x1]f[b] <0, {x1, b}, {a, xl}]]

f[b]-f[a]
La fonction succ]...] , appliquée a un intervalle contenant un zérd,dgonne un nouvel intervalle qui est emboité
dans l'intervalle donné et contient un zéro fdece nouvel intervalle est déterminé au moyenadméthode de la
sécante. En d'autres termes, la fonctgurec[...] (comme "successeur de lintervalle ...") réalisgpas de la méthode
de la sécante.

La méthode de la sécante consiste & enchaineadepsécutifs a partir d'un intervalle de démar(dgns I'exemple,
on effectue 5 pas en partant de l'intervalle ihif; 3]

i e = Nest Li st [succ, {2, 3}, 5]
(12,3}, {2,1.66842 1}, {2,1.3775 }, {2,1.27189 }, {2,1.22808 1}, {2,1.20897 }}

Remarquel
Dans la méthode de la sécante, la longueur derligte ne tend pas toujours vers 0. Malgré ceuigfa méthode

donne la réponse et la convergence est plus rgpideec la méthode de la bissection.

Remarque?
La méthode de la sécante est parfois utilisééVjadinematica : il s'agit de la méthodeindRoot avec deux valeurs de
démarrage.
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m § 2.4 Méthodes itératives de type point fixe,

en particulier méthode pseudo Newton

= [ntroduction

Il n'existe pas de méthode efficace basée suistebiion pour résoudre un systeme de plusieurgiégsia plusieurs
inconnues. C'est pourquoi nous continuons notieerebe de méthodes.

L'intérét des méthodes de type point fixe est lasgleuvent aussi s'appliquer a des systémes sieynlsl équations a
plusieurs inconnues. De plus, certaines d'entes elles méthodes quasi Newton - convergent ragdgnse qui
permet d'atteindre une grande précision a moinaiiie ¢

m Activité d'introduction

Dans la fenétre "Accessoires”, prenez le progra@edculatrice”. Dans le menu "Affichage"”, sélectiea
"Scientifique". Choisissez "Rad" comme unité d'asg|

A partir de la valeur initiale 1, calculez le cassnpuis le cosinus du résultat, puis encore lemasslu résultat et ainsi
de suite. Vous obtenez une suite de nombres

1, 0.5403023058681, 0.8575532158464,
0.6542897904978 , 0.7934803587426,
0.7013687736228, 0.7639596829007,

qui tend vers r =0.7390851332152

Répétez I'expérience en partant d'une autre vaidiale, par exemple 0.2 Vous obtiendrez ain® aatre suite de
nombres qui tend vers la méme limite.

Vérifiez que la valeur de la limite est la solutide I'équationx = cogX).
Nous allons montrer qu'on peut appliquer cette odgsha d'autres équations.

m Définitions
Soitx — g(x) une fonction continue.

Tout nombre réel tel quer = g(r) est appelé poirfixe deg. Dans l'activité précédente,
r = 0.7390851332152 est un point fixe de la fonctox) = cogx).

Pouiune valeur de démarraggdonnée, la méthode qui consiste a construire la suite demsmb
X1 =0 (Xo), X2=0 (X1), Xz=0 (X2), Xa=0 (X3),

est appelée méthodérativedetype pointfixe. La fonctiong est appelée fonctiodiitération

Si la suitexy, X, X3, X4, ... tend vers un nombre cela a pour conséquence @e) = r, autrement dit que estune
solutiondel'équation x = g(x).

= [nterprétation graphique

L'équationx = cogx) possede une et une seule solution comme le mianfigure suivante. La solution est située dans
lintervalle [0;].
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Pl ot [{x, Cos[x1}, {X, =-2m, 2x}, Ti cks—»{Range[—Zn, 2, g] Automatic}]

Pour illustrer la méthode itérative de type poiref effectuons un zoom qui représente la situatians le carré

[0.7; 0.9 x [0.7; 0.9 (voir la figure ci-dessous).
On a choisi comme valeur de démarrage xo = 0.78
La valeur suivante est X1 = g(Xg) =€0g0.78 =0.71

Graphiquement, pour passerngeax;, on suit le chemin suivant:
(Xg, 0) est un point sur l'axe dgs
(X0, 9(X0)) = (Xg, X1) est situé sur la courbe de la fonctipe: g(x);

(X1, Xq) est situé sur la doitg = x;

(X1, 9(X1)) = (X1, %) est situé sur la courbe= g(x);
(X2, X2) est un point sur la droitg = x;

etc.

On parcourt ainsi un chemin qui passe alternatinérd@n point sur la courbe a un point sur la @xdin reliant ces
points, on obtient la figure suivante.
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Xo
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=g (X)

La méthode converge vers le point fixe r) qui est situé a l'intersection de la courbe dad¥oite.
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N

Si la méthode démarre d'une autre valeur initialepdans la méme région, la suite tend vers leer@omt fixe. Par
exemple, poury =0.72
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s Exemple 1

Résolvons I'équation par une méthode itérativeyple point fixe.
In (x) = 4-x

Dans une premiére étape, mettons I'équation sdosntex = g(x), c'est-a-dire
X =4 -In (X) avec g (X) = 4-In (x)

Par une méthode graphique, déterminons une vadedéharrage :

Clear [g]; g[x_]1:=4-Log[x];
Plot [{x, g[x]1}, {x, 1, 5}]

5

1
G
Choisissons
x0 =3.;
Appliquons la méthode d'itération X1 = g(Xg), X2 = g(X1), €etc.

{3., 2.90139, 2.93481, 2.92336, 2.92727,
2.92593, 2.92639, 2.92623, 2.92628, 2.92627, 2.92627 }

On observe que la suite tend vers un pointifixe

2.92627

Représentons graphiquement la situation sur Riatker[2.89; 3.01]
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Calcul avecMathematica

Pour appliquer itérativement une fonction a unewalnitiale, on utilise la commandiestList

? Nest Li st

NestList [f, expr, n ] renvoie la liste
des résultats de I'application de f a expr de 0 a n fois.

Pour I'exemple 1, cela donne

Nest Li st [g, x0, 12]

{3., 2.90139, 2.93481, 2.92336, 2.92727, 2.92593,
2.92639, 2.92623, 2.92628, 2.92627, 2.92627, 2.92627, 2.9

= Exemple 2

Résolvons I'équation par une méthode itérativeyple point fixe
2X=5-x

Mettons-la d'abord sous la forme x = g(x)
X =5-2% avec g (x) =5-2%

Déterminons une valeur de démarrage

2627}
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Cear [g]; g[x_]:=5-2%;
Plot [{x, g[x]1}, {x, 0, 3}1]

4

N
LU B B B B B B S B B B B S B B B B |

-3

Choisissons
x0 =1.5;

Appliguons la méthode d'itération X1 = g(Xo), X2 = g(X1), €tc.

{1.5, 2.17157, 0.494857, 3.59082, -7.04881, 4.99245, -26.8329, 5., -27.,5, -27.}

On observe que la suite diverge. La méthode ditérae donne pas de résultat.
Représentons graphiquement la situation sur Riatkr[-8; 6]
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Par conséquent, la méthode du type point fixe pastapplicable a toutes les situations.

Remarquons cependant que, dans le voisinage dufpin
- lorsque la courbe de la fonction g est gtsche de I'horizontaleque de la verticale,
la méthodeonverge
- lorsque la fonction g est plus proche de laivale que de I'horizontale, la méthode diverge.

CalculavecMathematica

Nest Li st [g, x0, 12]

{1.5, 2.17157, 0.494857, 3.59082, -7.04881,
499245, -26.8329, 5., -27.,5, -27.,5, -27.}

m Exercice 2-4 -1
a) On donne une fonction d'itératigret une valeur de démarragge
g (X) =v1+x Xg = 2

Calculez les dix premiéres itérations.
Si la suite converge vers un point fixede quelle équationest-il solution ?
lllustrez la situation par un graphique: par ortkia,
faites un graphique des fonctioig[x], x} en utilisant l'option
GridLines—»Automatic;
imprimez-le;
terminez le graphique a la main.

b) On donne une fonction d'itératigret une valeur de démarragge
(x) =x? :
g (X) =X Xg = —
°7 2

Calculez les cing premiéres itérations.
Si la suite converge vers un point fixede quelle équationest-il solution ?
lllustrez la situation par un graphique.

C) On donne une fonction d'itératigret une valeur de démarragge

g (x) =x? Xg = 2

Calculez les cing premiéres itérations.
La suite converge-t-elle vers un point fixegl@
lllustrez le comportement de la suite par un grauéi

d) On donne une fonction d'itératigret une valeur de démarragge

1 1

g (X) =— Xo = —

X 2

Calculez les cing premiéres itérations.
La suite converge-t-elle vers un point fixegl@

lllustrez le comportement de la suite par un grauéi
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m Méthode pseudo Newton

= Introduction a la méthode pseudo Newton

Nous allons montrer que toute équation de la fofifi@ = 0 peut se mettre sous la forme= g(x) de plusieurs
maniéeres différentes. Prenons I'exemple de |'éguati

gu'on peut d'abord mettre sous la forfitg) = 0

x3—4/x+2 =0

Transformons I'équation pour la mettre sous la éxm: g(x)

XX—/x+2 =0

& 0=-X++x+2
= X=X-X+x+2

& X=g(X avec g = X — X+ x+2

Appliguons la méthode d'itération de type poinéf&partir de la valeur initiabey= 1.5

x0 =1.5;

Cear[g]; g[x ]:=x-x3+4x+2

Nest Li st [g, x0, 5]
{15, -0.00417131, 1.40857, 0.460116, 1.93118, -3.28837 }

X5 est situé hors du domaine de définition de la foncgoba méthode itérative échoue.

Mais il existe d'autres maniéres de mettre I'équadionnée sous la formxe= g(x). On peut, par exemple, multiplier les

'\ 2 . 1
deux membres de I'équation donnee—Par

-/ x+2 =0

o - [P-xe2)=0

(:)0:—3(x3— x+2)
<:>X=X——1(X3— x+2)

& X =g avec g(x):x——i(x3—\/x+2)

Appliguons la méthode d'itération de type poinéf&partir de la valeur initiabe= 1.5

x0 =1.5;
1
Cear [g]; g[X ]:=X-— (x3-Vx +2 )
4
Nest Li st [g, x0, 5]
{1.5, 1.12396, 1.21086, 1.215, 1.21486, 1.21486 1

Cette fois, la méthode converge.

On peut généraliser le procédé pour mettre I'éguatix) = 0 sous la forme = g(x)

f (x) =0
= Af (x) =0 pour une constante non nullex
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=0 = -af (x)
=X =X - Af (X)
=X =g (X) ou g (x) = x - af (x)

Dans I'exemple précédent, nous avons vu que, psut, la méthode ne converge pas tandis que pour

A= —j, la méthode converge. La question qui se poséaest "Comment choisik pour que la méthode converge ?", si

possible rapidement.

m Méthode pseudo Newton illustrée du point de vue d&quation x = g(x)

La méthode d'itération du point fixe converge H@sque I'allule générale de la fonction g est peode I'horizontale.
L'idée est donc de choisirde telle sorte que le graphiqueglsoit le plus horizontal possible.

Plus précisément, soit [a, b] un encadrement dellaionr cherchée, c'est-a-diee< r < b; nous allons choisit de
telle sorte qug(a) = g(b) (voir fig.).

f (x) =0
= f (x) =0
=0 = -af (x)
=X =X - Af (xX)
=X =g (X) ou g (x) = x - af (x)

On veut choisin de telle sorte qug(a) = g(b), c'est-a-dire

g (a) =g (b)
= a-Af (a) =b - xf (b)
= x(f (by-f (a)) =b -a
b-a
= 1=z —
f (b)y - f (a)

Exemple
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= x+2

= fx=0 ou fX)=x>—x+2

Cherchons d'abord un premier encadrenjentb] d'une solution
Cear[f1; f[x 1:=x3-4x+2: Plot[f[x], {x, 0, 3}]
25
20

15

10

Choisissons etb, puis calculond

b-a

a=1 b=1.5, A=z ——m
f [b] - f[a]

0.223591
La fonction d'itération est
Cear[g]; g[x 1:=x-xxf[x]

a+b
2

x0 =

1.25

Nest Li st [g, x0, 5]

{1.25, 1.21638, 1.21497, 1.21487, 1.21486, 1.21486 }

La convergence est rapide.

m Méthode pseudo Newton illustrée du point de vue dequation f(x) =0

Nous décrivons maintenant la méme méthode en paftanautre point de vue.
Soit[a, b] un encadrement d'une solution de I'équation f(x) = 0.

Une valeur de démarrage étant donnée (typiquement, = a—;b), on fait passer par le pointy( f(xo)) une droite de

pentem dont I'équation est
y =mx +p ol p estelqueladroite pass pailepoint (xg, f (Xg))
f (Xo) = mxo+p = p =f (Xo) - mXo

y = mx + (f (Xo) - mXg) = m(x - Xo) +f (Xo)
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La méthode pseudo Newton consiste a choisir conaeur dem la pente de la droite qui passe par les points
(a, f(@), (b, f(b)). En dautres termes, la droite qui passe parilg 0, f(Xg)) est paralléle a la droite qui passe par
les deux pointsa, f(a)), (b, f(b)). On obtient

f (b)y -f (a)
b-a

m=

La prochaine valeur approchégest |' intersection de la droite avec |' axe des x :

m(x - Xg) +f (Xg) =0

= m(X - Xg) =-Tf (Xo)
= X-Xg = - —f (Xg)
m
1
&= X = X1 =Xo-—T (Xq)
n

Exemple

X3 =4/ x+2
— fx=0 ou f=x—x+2

Cherchons d'abord un premier encadrement [a, bgdolution
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Clear[f]; fIx 1:=x3-4x+2; Plot[f[x], {X, 0, 3}]

25

20

15

10

Choisisson & et b puis calculon: m

f [b] -f [a] a+b
a=1 b=1.5, m=z—; x0= ;
b-a 2

La fonction d'itération est

1
Clear[g]; g[x_ 1:=x-—"f[x]
n

Nest Li st [g, x0, 5]

{1.25, 1.21638, 1.21497, 1.21487, 1.21486, 1.21486 }

m Comparaison des deux points de vue

Soita, b un encadrement d'une racinde I'équation f(x) = 0.

. a+b
Comme valeur de démarrage, posons Xg = -

D'un premier point de vue, on définit

)(—— t = *)kf
e gX X X
f (b)y - f (a) o 0

puis on calcule les itérés
X1 =0 (Xo), Xz2=0 (X1),

Globalement, on a
X1 =0 (Xo) =Xo-Af (Xo) = Xo- ———f (Xo)

D'un deuxieme point de vue, on calcule

f (b)-f (a)
b-a

n =

puis on calcule les itérés
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1 1
X1 =Xo-—f (Xg), Xz=X1-—1 (X1),
n n

Globalement, on a

1
X1:X0*Ef (Xo) =Xo-————Ff (Xo) =Xo - —————f (Xo)

f (b-f (a) f (b) -f (a)

) -f
b-a

. . ) 1
ce qui montre que les deux points de vue coincigestA = -

Pour les applications et les exercices, retenof@aulation suivante.
D'abord, on définit

T (b) -1 (a)
ms —— ;
b-a
1
g (x) =x - —"F (x)
m

puis on calcule les itérés

| X109 (Xo), X2=0 (X1), ]

Dans les exemples, on constatera que, le plus shwette méthode converge rapidement.
Il est ainsi peu colteux d'atteindre une grandeigch.

m Méthode de Newton

Newton a proposé une méthode numérique dont naus smmmes inspirés. Dans la méthode de Newton gt
dite, la pente varie a chaque pas

nm =y = pente de latangente a f en Xq puis
nm=m = pente delatangente a f enxyq,

La méthode de Newton ne nécessite pas un encadrgandn} d'une solution mais seulement une valeur de déageurr
Xo-

L'étude de la méthode de Newton est reportée atatds apres I'étude de la notion de "dérivée dfanetion” [la
notation esm = f’ (xp) ].

m Exercice 2-4 - 2
On considére I'équation
x3=3-x
a) Déterminez le nombre de solutions.

b) Déterminez graphiquement un encadrement dei@wu

C) Au moyen de la méthode pseudo Newton, déterminezvaleur numérique des solutions
a 6 chiffres significatifs.

m Exercice 2-4 - 3

On considére I'équation dans laquelle I'anxgbst exprimé en radians

sin (X
S o5
X
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a)
b)

<)

Déterminez le nombre de solutions dans l'inten@; 7|
Déterminez graphiquement un encadrement des@swu

Au moyen de la méthode pseudo Newton, déterminezvaleur numérique des solutions
a 6 chiffres significatifs.

m Exercice 2-4 -4

On a déterminé le zéro de la fonction dessinéessaus par la méthode pseudo-Newton
en partant de I'encadrement initet 0.2, b= 1.4, et de la valeur initiabe, = 0.8

1.0

0.: [ /
I op ok 0b 0B 1b /2 1h

—0.5-|

—10f

e [ /

On demande d'illustrer graphiqguement la méthodadms&lewton en construisart, X;, X3 dans le graphique donné.

m Exercice 2-4-5

Dans le but de résoudre I'équation

a)

b)

c)

3X=7-x

Mettez I'équation sous la fornfiéx) = 0

Montrez que l'intervalle [1; 3] contient une sobuti

Imprimez le graphique de la fonction f sur I'mvle [1; 3].

En partant de la valeur de démarrage 2, construisez graphiquement (du point de vue
de I'équationf (x) = O et a la plume) la premiére approximatiardonnée par la méthode

pseudo-Newton. Construisez aussi

Ecrivez la fonction d'itératiog.

Imprimez le graphique de la fonctigrsur l'intervalle [1; 3].

En partant de la valeur de démarrage 2, construisez graphiquement (du point de vue
de lI'équatiorg(x) = x et a la plume) la premiére approximatiqrdonnée par la méthode

pseudo-Newton. Construisez aussi

m Partie facultative

Si le lecteur a pris de 'avance, il est invité a étudier maintenant le paragraphe 2.3



