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8 3 Résolutiol d'équation ave« Mathematic

8§ 3.1 Introduction

Mathematica dispose de plusieurs commandes et dethgui peuvent servir a résoudre des équatiode®gystemes
d'équations Factor, NSolve Solve FindRoot, FixedPoint, LinearSolve, Reduce, ..Dans ce chapitre, nous
utiliserons préférentiellement la méthddeduce|...] mais nous constaterons que, dans certains casupars, il sera
nécessaire de faire appel a d'autres méthodes.

m Symbole d'égalité

En Mathematica le symbole = désigne une affectation (ou assigmpfjui consiste a attribuer une valeur a une
variable. Par exemple

X =5
5
Par contre, == désigne le symbdlégalitédont la valeur est vrai ou faux
x==1
False

X ==5

True

C'est le symbole d'égalité qui permet de poseréguation. L'équation comporte habituellement unelosieurs
inconnue(s), c'est-a-dire une ou plusieurs var{apleon affectée(s)

§ 3.2 Méthode Reduce

m Résolution de systemes d'équations ou d'inéquatiomsec Reduce]...]

Nous avons éja étudié, dans le chapiméiation & Mathematica, § 2 Premiers principgscomment résoudre des
systemes d'équations ou d'inéquations, en pagiquiiynomiales comme par exemple

N[Reduce [x3 =3-X, X, Reals]]
X == 1.21341

Le systéme d'équations ou d'inéquations peutiéi#el, par exemple
Reduce [mx +p =0, X, Reals]

X =0. -0.223591 p

Rappelons que
&& selit"et’; A se lit "et";
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I se lit 'ou"; V se lit "ou".

Ainsi, la réponse du dernier exemple s'interprétaroe une discussion:
l-ercas:sp=0 et m=0, alors toutx est solution
ou

2-eme cas: sn+ 0, alorsx = —%.

Dans le 3-eme cag1=0 et p+ 0 (qui n‘apparait pas formellement), I'équatienpas de solution.

Nous apportons ici quelques complémerReduce]...] est capable de résoudre un systeme d'équatiotigréquations
rationnel, par exemple

1-2x
Reduce [x < , X, Reals]
X +5
)<l (-7-+53 \|—5<x§£ (-7 +53 |
2 2

Voici par exemple une inéquatiamationnelle:

V1-2x

N[Reduce [x 2 2

, X, Real s]]

-2.89932 =<x<-2. ||0.286103 =x =0.5

On remarquera quReducea automatiquement tenu compte de I'ensemble data#f de I'expression.
Il est possible de déterminer I'ensemibdaiéfinition d'une fonction irrrationnelle:

V1-2x V1-2x
Reduce[— <0\/ >0, x, Reals]
X +2 X +2
1
X<-2]|]-2<X=< —
2

Reducepeut aussi résoudre des équations et inéquatkpasientiellesou logarithmiques

Reduce [2* == 4* - 13, X, Reals]

Log E (1+\/§H
Log [2]

N[Reduce [2" ==x +3, X, Reals]]

X = -2.8625 || X = 2.44491

Reduce[Log[%] > Log[l-2x], X, Reals]

~N | w
IA
x
A
N| -

Reduce [Log[x] == X, X, Real s]

False

Il est possible de déterminer I'ensemble de défimid'une fonction logarithmique, puis de simplifie résultat obtenu:

Log[1l-2x]
0 ————— >0, x, Reals
\/ X +3 ]

Log[1l-2x
Reduce[g[—g:I <
X +

1
X<_3HO<X<EH_3<XSO
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Log[l-2x] Log[l-2x]
—_—< —_—

Sinplify [Reduce[

oV

20, x, Real s]]

X +3 X +3

1
X<-3|]-3<x<—
2

Dans la solution des systémes d'équations owgdiaténs itigonométriques, le symboleC[1] désigne un entier relatif
guelconque

Reduce[Cos[x] = Sin[x-z], X, Reals]
2
7T 7T
C[1] e Integers && ( == 7E+27rC[1] [] X == E+27rC[1]

Reducel...] nous donne lI'ensemble de toutes les solutionsiengl en existe une infinité. Le résultat précdde
laisse immédiatement traduire dans les notatiorieénaatiques usuelles de la trigonométrie

JT JT
x:—§+k27r ou x:5+k2n ou k ez

Reduce]...] résoud aussi les systémes d'équations ou d'itiéasi@omportant des valeusbsolues

Reduce [Abs [x] = X, X, Reals]

X =0

Reducel...] peut aussi rédoudre un systeme d'équatignisisieursinconnues Dans ce cas, le deuxiéme argument
consiste en la liste des inconnues:

Reduce[x2+y-12 ==O/\x+5y==9, X, v}, Reals]

X == 1 (1—\/1021 ) || X = L (1+\/1021 )]&&y:lz_XZ
10 10

On trouvera encore des informations supplémentdaas la partie facultative qui se trouve a lediéince § 3.

= Limites de Reduce]...]

Reducel...] résoud les systéemes d'équations ou d'inéqugtemdes transformations algébriques que I'on paqrtraer
sous la forme d'équivalences logiques

Reduce [Cos [X] == X, X, Real s]
Reduce:: nsmet : This system cannot be solved with the methods available to R educe. >
Reduce [CoS[X] == X, X, Reals ]

Un tel message signifie que I'équation doit étsoiée par une autre méthode, en l'occurence pamétiede
numeérique, en particulier par la méthodéndRoot]...].

§ 3.3 Méthode FindRoot

La méthode-indRoot est une méthode numérique (consultdidé). Nous l'utiliserons essentiellement dans le cako
méthodeReduce]...]échoue.
Soit par exemple a résoudre I'équation (gos X.

Reduce [Cos [x] == X, X, Real s]
Reduce:: nsmet : This system cannot be solved with the methods available to R educe. >

Reduce [CoS[X] == X, X, Reals ]
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Méthode de Newton

Par une méthode graphique, déterminons d'abordaleer de démarrage.

7T

Pl ot [Cos [X] - X, {x, 0, E}]

1.0

05

-05 +

~-1.0 +

15 +

X0 = —
4,

0.785398

Lorsqu'on donne une seule valeur de démarrageMathematicautilise la méthode de Newton.
r = Fi ndRoot [Cos [x] == X, {X, X0}]
{Xx - 0.739085 }

Demandons d'afficher toutes les décimales calculées

Nunmber Form[r, 16]

{x - 0.7390851332151611 }

m Méthode de la sécante

Lorsqu'on donne un encadrement inifel b], Mathematicautilise une variante de la méthode de la sécawie § 2.3)
qui donne un nouvel encadrement de la solution.

re = Fi ndRoot [Cos[x] ==X, {X, {a, b}}]
{x - {0.739085, 0.739085 1}

{rl, r2y=x/.re
{0.739085, 0.739085 }
rl+r2

2
0.739085

r =
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Nunmber Form [r, 16]

0.7390851332151607

= Méthode de Newton pour un systéme

Quoique la question dépasse notre programme d&tutquons quéindRoot peut étre appliqué a un systeme
d'équations.

Fi ndRoot [{Cos[x] ==y—%, Sin[y] ==1/x—%}, o, 13}, (. 1}]

{x » 0.870025,y - 0.906607 }

Cette possibilité justifie I'intérét que nous pog@ux méthodes itératives de type point fixe.
§ 3.4 Méthode FixedPoint

Parce que c'est I'objet de notre étude, il peitaarque nous voulions définir précisément la mééhde type point fixe
que nous voulons utiliser. Décidons de résoudgedton

x3-/x+2 =0
au moyen de la méthode pseudo Newton.

dear [f];

fIx 1:=x3-Vx+2;

Pl ot [f [x], {x, 0, 2}]

6

w
L L L L DL L L L L

T T

a+b_
2

a=1;, b=1.5; x0=

f [b] -f[a]
ms —— —~;
b-a

d ear [g];
f[x]

g[x_1:=x-
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? Fi xedPoi nt

FixedPoint [f, expr ] commence par expr, puis applique
f & plusieurs reprises jusqu'a ce que le résultat demeure inc hangé.

La méthoderixedPoint[g, x0] itére la fonctiorg a partir dexy jusqu'a ce que le résultat ne change plus (c'dsea
jusqu'é ce que I'on parvienne a un point fixe) :

r = Fi xedPoi nt [g, x0]

1.21486

Nunber Form [r, 16]

1.214862322488425

Avec la commandé&ixedPointList, , on peut observer tous les résultats intermeézialCompte tenu de la précision
atteinte (16 chiffres significatifs), on remarquéarande vitesse de convergence (seulement rEdidés).

Nunber For r [Fi xedPoi nt Li st [g, x0], 16]

{1.25, 1.216383177834951, 1.214970477592186, 1.21487013 9206551,
1.214862888070812, 1.214862363414771, 1.2148623254499 31,

1.214862322702725, 1.214862322503932, 1.2148623224895 47, 1.214862322488506 ,
1.21486232248843 , 1.214862322488425, 1.21486232248842 5, 1.214862322488425 }

Compte tenu de la précision atteinte (16 chiffigsiBcatifs), on remarquera la grande vitesse devergence
(seulement 13 itérations).

§ 3.5 Exercices

m Exercice3-P1

D'un cbne, on donne sa hautéwat son aire totalA.
Calculez son rayon r en résolvant I'équation dblgroe 1 - P 1 aveldathematica

Indications
Il s'agit d'un calcul littéral.
Complétez I'équation par une condition afin de te'oio qu'une seule réponse.

m Exercice3-P 2

D'un triangle rectangle, on connait son diret la projectiorp d'une cathéte sur I'nypoténuse.
Calculez les longueurs des trois ctaédb, cen résolvant les équations du probléme 1 - P 2 la¢hematica
Données numériquesh = 975,p = 20.

m Exercice3-P 3

Une sphére homogeéne de rayor 0.3m, de masse volumique, = 900% flotte sur un liquide de masse volumique
_ 1000%¢
o = 1000ms.

Calculez la hauteur de la partie émergeante en résolvant I'équatiquralieme 1 - P 3 avedathematica
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m Exercice3-P4

Une cuve cylindrique est posée horizontalemenlessol.

Donnée numérique = 50.

Graduez une jauge, c'est-a-dire dessinez une lingapier portant les graduations 10 %, 20 %pmnee l'indique la
figure ci-dessous.

—100 %

—90 %
—80 %
—70 %
—60 %
—50 %
—40 %
—30 %
—20 %

—10 %

—0 %

a) Premiére version: résoudre les équations l'unepaes l'autre, sans utiliser de listes

Indications

Il s'agit d'abord de résoudre 8 équations du problé - P 4 et

de former la liste des angles qui correspondehige graduation:
ag =0;
a1 est la solution de I'équation pour le taux de esage t = 0.1;
a3 est la solution de I'équation pour le taux de fd&sage t = 0.2;
a3 est la solution de I'équation pour le taux de esage t = 0.3;
a4 est la solution de I'équation pour le taux de fd&sage t = 0.4;
a5 =T,
ag est la solution de I'équation pour le taux de fd&sage t = 0.6;
a7 est la solution de I'équation pour le taux de lesage t = 0.7;
ag est la solution de I'équation pour le taux de fd&sage t = 0.8;
ag est la solution de I'équation pour le taux de esage t = 0.9;
a10= 27.

Il s'agit ensuite de former la liste des hauteuicqrrespondent a chaque angle

hy = 0;

h, est la hauteur qui correspond a l'angle
h, est la hauteur qui correspond a l'angle
h; est la hauteur qui correspond a l'angie
h, est la hauteur qui correspond a I'angle
hs = r;

he est la hauteur qui correspond a I'angle
h; est la hauteur qui correspond a l'angle
hg est la hauteur qui correspond a I'angle
hg est la hauteur qui correspond a l'angde
hig= 2r.
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Il faut enfin dessine une liste de traits horizontau: :

Show[Graphics[{
Line[{{0,h0},{5, hO}}], Line[{{0,h1},{5, h1}}],
Line[{{0,h2},{5, h2}}], Line[{{0,h3},{5, h3}} 1
Line[{{0,h4},{5, h4}}], Line[{{0,h5},{5, h5}} 1
Line[{{0,h6},{5, h6}}], Line[{{0,h7},{5, h7}} 1
Line[{{0,h8},{5, h8}}], Line[{{0,h9},{5, h9}} 1
Line[{{0,h10},{5, h10}}], Text['0 %",{5,h0}{ -1,0},
Text["10 %" ,{5,h1}{-1,0}], Text["20 %" {5,h2} {-1, 0},
Text["30 %" ,{5,h3}{-1,0}], Text["'40 %" {5,h4 1{-1,0}],
Text['50 %",{5,h5},{-1,0}], Text['60 %",{5,h6 1{-1,0}],
Text["70 %"{5,h7}{-1,0}], Text["80 %",{5,h8 1{-1,0}],
Text["90 %" ,{5,h9}{-1,0}], Text["100 %",{5,h 10},{-1,0}1},
PlotRange -{{0,20},{-10,110}}, AspectRatio S5]1;

b) Deuxiéme version (facultative) : écrire un progamme plus compact en utilisant Table]...]

m Exercice3-P5

Pour rembourser un emprunt de Fr 8'200.--, uneumdgmande de verser 6 annuités de Fr 2'000.--
Calculez le taux d'intéréen résolvant I'équation du probleme 1 - P 5 dathematica

8§ 3.6 Partie facultative

m Sile lecteur a pris de l'avance, il est invité atédier maintenant le paragraphe 2.3
m Résolution de systemes d'équations ou d'inéquatioasec Reduce]...]
(Supplément facultatif)
m Expression des solutions de Reduce sous la formeigk liste de valeurs (ensemble des solutions)

Lorsqu'on doit enchainer des calculs, les résutlasscalculs précédents doivent souvent étre tiarssmme données
aux calculs qui suivent. Il est souhaitable quéeceeansmission soit faite pMathematicasans que I'utilisateur doive
effectuer des copier/coller.

s = Reduce [x2 =3-X, X, Reals]

xzi(_l—\/ﬁ)ux:
2

N| -

5]

Une premiére méthode consiste a collecter les sgma0us la forme d'une liste de valeurs que noosnEns
ensemblajessolutions

Pour transforme®r]...] enList][...]:
Appl y [Li st, s]

{x::g(,lfm),x

N| -

o))

Pour remplacer chaque symboles d'égatité gu Equal) par le membre de droite correspondant

s /. Equal [x, vx_] - vx

V) 1 (1)

N| -

En combinant les deux opérations, on peut pas&rsembledessolutions
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es = Appl y [Li st, s] /. Equal [Xx, vXx_] - vX
1

(5 (2,

N| -

)

Une autre maniére d'arriver a un ensemble desi@adutonsiste a faire appel aux métho@ssve|...] ou NSolve]...]
qui expriment les réponses sous la forme de lggesubstitutions.

NSol ve [x2 =3-x, x]

{{x->-230278 }, {x - 130278 }}

es =x /. NSoIve[x2 =3-x, x]

{-2.30278, 1.30278 }

Sol ve[x2 =3-% x|
(e (VB fxog (10vE)))

es =X /. Solve[x2 =3-x, x]

1

5 (2-vm),

N| -

)

Pour montrer quel usage on peut faire de cet ersetals solutions, supposons qu'il s'agisse d'steediabscisses de
points sur le graphe d'une fonctidn donnée

Aear [f]; f[x_1:=x?
Pour former les coordonnées des points, on pdigeuti'un des procédés suivants
Table[{es[[j 1], fles[[j111}, (I, 1, 2}]

(HERE!

1

(VB 5 (1098 g (2B )Y

I

ys = Map[f, es]; Transpose[{es, ys}]

1

(5 (Vi) 5 (2B [ [2evi), - (14vE)7))

I

N[Table[{es[[j 1], fles[[j 111} (i, 1, 2}1]
({-2.30278, 5.30278 }, {1.30278, 1.69722 }}

ys = Map[f, es]; N[ Transpose[{es, yS}]]
{{-2.30278, 5.30278 }, {1.30278, 1.69722 }}
On peut aussi demander d'afficher tous les chiffigrsificatifs calculés:

Nunber For m [N[Tr anspose [{es, yS}]1], 16]

{{-2.302775637731995, 5.302775637731996 }, {1.302775637731995, 1.697224362268005 )

m Expression des solutions de Reduce sous la formeigk liste de substitutions

Lorsqu'on doit enchainer des calculs, les résultasscalculs précédents doivent souvent étre tiardmme données
aux calculs qui suivent. Il est souhaitable quéeceeansmission soit faite pMathematicasans que I'utilisateur doive
effectuer des copier/coller.

Une deuxieme méthode consiste a collecter les s&gsosous la forme d'une listesubstitutions
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s = Reduce [x2 =3-X, X, Reals]

X:E(—l—\/ﬁ) |\x:£(—1+\/§)
2 2
Pour transforme®r]...] enList][...]:

Appl y [List, s]

(= [1-VE )ox = [1:13 )]

Pour remplacer chaque symbole d'égatité 6uEqual) par un symbole de substitution EuRule):
s /. Equal -» Rul e

xé%(—l—\/ﬁ)) X xé%(—l+\/§))

En combinant les deux opérations, on peut passarsembledessubstitutions

I's =Apply[List, s]/. Equal » Rule
(Ko [T )x 5 (14 VES )]

Une autre maniére d'arriver a une liste de subistitsi consiste a faire appel aux méthodsve|...] ou NSolve]...]
qui expriment directement les réponses sous amttest

Is=NSoIve[x2 =3-x, x]
{{x - -2.30278 }, {x - 1.30278 }}
Is=SoIve[x2 =3-x, x]

(e (2B fxog (10vE)))

Pour montrer quel usage on peut faire de cete distsubstitutions, supposons gu'il s'agisse disteed'abscisses de
points sur le graphe d'une fonctidn donnée

Cear [f1; f[x_1:=x?
Pour former les coordonnées des points, on pdigentie procédé suivant

{x, f[x1y/.1s

(5 (Vi) o (v ) [ (aevas ), -1V )7

ST

1

4
{x, f[x1} /. N[ls]
{{-2.30278, 5.30278 }, {1.30278, 1.69722 }}

On peut aussi demander d'afficher tous les chiffigrsificatifs calculés:

Nunber For m [N[Transpose [{l s, yS}]1], 16]

{{{x > -2.302775637731995 1}, 5.302775637731996 },
{{x - 1.302775637731995 }, 1.697224362268005 }}



