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8 3 Résolution d'équations avec Mathematica

8§ 3.1 Introduction

Mathematica dispose de plusieurs commandes et delgui peuvent servir a résoudre des équatiode®gystemes
d'équations Factor, NSolve Solve FindRoot, FixedPoint, LinearSolve, Reduce, ..Dans ce chapitre, nous utilis-
erons préférentiellement la méthoReduce]...] mais nous constaterons que, dans certains ctsupars, il sera
nécessaire de faire appel a d'autres méthodes.

= Symbole d'égalité

En Mathematicale symbole = désigne une affectation (ou assigmgatjui consiste a attribuer une valeur a une-vari
able. Par exemple

X =5
5
Par contre, == désigne le symbdlégalitédont la valeur est vrai ou faux
X ==1
False
X ==5

True

C'est le symbole d'égalité qui permet de poseragquation. L'équation comporte habituellement unelogieurs
inconnue(s), c'est-a-dire une ou plusieurs var{apleon affectée(s)

§ 3.2 Méthode Reduce

m Résolution de systemes d'équations ou d'inéquatiosec Reduce]...]

Nous avons éja étudié, dans le chapitigation & Mathematica, § 2 Premiers principescomment résoudre des
systemes d'équations ou d'inéquations, en padigudiynomiales comme par exemple

N[Reduce[x3 =3-X, X, Real s]]
X == 1.21341

Le systéme d'équations ou d'inéquations peutiétiéel, par exemple
Reduce[mx +p =0, X, Reals]

x =0. -0.223591 p

Rappelons que
&& selit"et" A se lit "et";
I se lit "ou"; \% se lit "ou".

Ainsi, la réponse du dernier exemple s'interprétraroe une discussion:
l-ercas:sp=0 et m=0, alors toutx est solution



3-Equations.nb 38

ou
2-eme cas: sn+0, alorsx= —qu.

Dans le 3-eme cam=0 et p+ 0 (qui n'apparait pas formellement), I'équati@npals de solution.

Nous apportons ici quelques complémeRisduce]...] est capable de résoudre un systéme d'équatiotigréquations
rationnel, par exemple

1-2x
Reduce[x < , X, Reals]
X +5
x,E (774/53) |\75<x$i (77“/53)
2 2

Voici par exemple une inéquatigmationnelle:

Vv1-2x

X +2

-2.89932 =<x<-2. 110.286103 =<x =0.5

N[Reduce[x > , X, Real s]]

On remarquera queeducea automatiquement tenu compte de I'ensemble datadf de I'expression.
Il est possible de déterminer I'ensemibdaléfinition d'une fonction irrrationnelle:

V1-2x AV1-2x
Reduce[— <0 \/ — >0, x, Reals]
X + 2 X +2
1
X<-2]]-2<X<—
2

Reducepeut aussi résoudre des équations et inéquatipamentielleu logarithmigues

Reduce[2* = 4* - 13, x, Reals]

-Log [2] +Log |1 ++/53 }

Log [2]
N[Reduce [2* == x +3, X, Reals]]

X = -2.8625 || X = 2.44491
X
Reduce[ Log[g] > Log[l-2x], x, Real s]

<X <

N w
N -

Reduce[Log[x] == x, X, Real s]

False

Log[l-2x]

Il est possible de déterminer I'ensemble de démid'une fonction logarithmique, puis de simplifie résultat obtenu:
Log[l-2x]
X +3

<O\/
1

X<_3HO<X<EH_3<XSO

Reduce[ >0, x, Real s]

X +3

Log[l -2x] Log[l-2x]
- - < - -

Sinplify [Reduce[

oV

>0, x, Real s”

X +3 X +3

1
X<-3]|-3<xXx<—
2
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Dans la solution des systéemes d'équations owdatidns itigonométriques, le symboleC[1] désigne un entier relatif
guelconque

T
Reduce[Oos[x] Sin[x——], X, Reals]
2
VA VA
C[1] e Integers && (x =-—+2n7C[1] || X =—+2n1C[1]
2 2

Reducel...] nous donne I'ensemble de toutes les solutions)engél en existe une infinité. Le résultat préctde
laisse immédiatement traduire dans les notatiorteénaatiques usuelles de la trigonométrie

JT JT
x:—5+k27r ou x:5+k2n ou k ez

Reduce]...] résoud aussi les systémes d'équations ou d'ifiéqsi@omportant des valeusbsolues
Reduce[Abs [x] =X, X, Real s]

X =0

Reduce][...] peut aussi rédoudre un systeme d'équatiguissieursinconnues Dans ce cas, le deuxieme argument
consiste en la liste des inconnues:

Reduce[x?+y -12=0Ax+5y =9, {X, y}, Reals]

Reduce::ivar: {-3, -2, 1,6, 13, 22, 33, 46, 61, 78} is not a valid variable. >

Reduce |

[-15+x2, -14+x%, -11+x% -6+x%, 1 +x2,10 +x?,21 +x? 34 +x?,49 +x% 66 +x?} = 0&&
{-15+x%, -10+X%x,5 +x,30 +x,65 +x,110 +x, 165 +x,230 +x,305 +x,390 +x} =9,

{x, {-3, -2,1,86,13,22, 33,46, 61, 78 }}, Reals |

On trouvera encore des informations supplémentdaas la partie facultative qui se trouve a ladfince § 3.

= Limites de Reduce]...]

Reducel...] résoud les systemes d'équations ou d'inéquatiansies transformations algébriques que I'on peut
exprimer sous la forme d'équivalences logiques

Reduce[Cos[x] == X, X, Real s]

X = Root [{-Cos[1] + 1l & 0.73908513321516064165 } ]

Un tel messag signifie que I'équatiol doit étre résolur pal une autre méthode er l'occurenc par une méthode
numeérique, en particulier par la méthodéndRoot]...].

§ 3.3 Méthode FindRoot

La méthodea-indRoot est une méthode numérique (consultéz#). Nous I'utiliserons essentiellement dans le cako
méthodeReduce]...]échoue.
Soit par exemple a résoudre I'équation (gos X

Reduce[Cos[x] == X, X, Real s]

X = Root [{-Cos[1] + i1 & 0.73908513321516064165  } ]

m Méthode de Newton

Par une méthode graphique, déterminons d'abordalear de démarrage.
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Pl ot [Oos[x] - X, {x, 0, g}]

1.0

0.5

-0.5

-1.0

-15

T
x0 = —
4.

0.785398

Lorsgt' on donne une seule valeur de démarrageMathematicautilise la méthode de Newton.

r = Fi ndRoot [Cos [x] ==X, {X, Xx0}]

(x > 0.739085 )}

Demandons d'afficher toutes les décimales calculées

Nurber Forr[r, 16]

{x - 0.7390851332151611 }

m Méthode de la sécante

Lorsqu'on donne un encadrement inifal b], Mathematicautilise une variante de la méthode de la sécauatie §
2.3) qui donne un nouvel encadrement de la solution

e
a=0;, b=—;
2
re = Fi ndRoot [Cos [x] == X, {X, {a, b}}]

{x - {0.739085, 0.739085 }}

{rl, r2y=x/.re
{0.739085, 0.739085 }
rl+r2

2
0.739085

r =

Nunber Forn[r, 16]

0.7390851332151607
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m Méthode de Newton pour un systéme

Quoique la question dépasse notre programme d&tuniquons quéindRoot peut étre appliqué a un systéeme
d'équations.

T
Fi ndRoot [{Oos [x] ==y_E, Sin[y] == .| x -

I e

}, o, 1}, (. 1}]
(X > 0.870025, (-3, -2, 1,6, 13, 22, 33, 46, 61, 78 } - 0.906607 }

Cette possibilité justifie I'intérét que nous pog@ux méthodes itératives de type point fixe.
8§ 3.4 Méthode FixedPoint

Parce que c'est I'objet de notre étude, il peitaarque nous voulions définir précisément la mééhde type point fixe
que nous voulons utiliser. Décidons de résoudgeidion

x3-x+2 =0
au moyen de la méthode pseudo Newton.

d ear [f];

fIx 1:=x3-4x+2;

Pl ot [f [x], {X, O, 2}]

6

w
LI B B B B B I B B B B B B B B B B B B e B

a+b

2

a=1; b=15; x0=

f [b] -f[a]

b-a
Cl ear [g];

n

f[x]

gIx_1:=x-
n

? Fi xedPoi nt

FixedPoint [f, expr ] commence par expr, puis applique
f a plusieurs reprises jusqu'a ce que le résultat demeure inc hangé.

La méthoderixedPoint[g, x0] itére la fonctiorg a partir dexy jusqu'a ce que le résultat ne change plus (c'dsea
jusqu'a ce que l'on parvienne a un point fixe) :
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r = Fi xedPoi nt [g, x0]

1.21486
Nunber Forn[r, 16]

1.214862322488425

Avec la commandé&ixedPointList, , on peut observer tous les résultats interméxdialCompte tenu de la précision
atteinte (16 chiffres significatifs), on remarquéarande vitesse de convergence (seulement rb3idés).

Nunber For nr[Fi xedPoi nt Li st [g, x0], 16]

{1.25, 1.216383177834951, 1.214970477592186, 1.21487013 9206551,
1.214862888070812, 1.214862363414771, 1.2148623254499 31,
1.214862322702725, 1.214862322503932, 1.2148623224895 47, 1.214862322488506,
1.21486232248843, 1.214862322488425, 1.21486232248842 5, 1.214862322488425 }

Compte tenu de la précision atteinte (16 chiffrigmiBicatifs), on remarquera la grande vitesse devergence
(seulement 13 itérations).

§ 3.5 Exercices

m Exercice3-P1

D'un cdne, on donne sa hautéwet son aire totalé.
Calculez son rayon r en résolvant I'équation dblgre 1 - P 1 avelathematica

Indications
Il s'agit d'un calcul littéral.
Complétez I'équation par une condition afin de te'oio qu'une seule réponse.

m Exercice3-P2

D'un triangle rectangle, on connait son &iret la projectiorp d'une cathéte sur I'hypoténuse.
Calculez les longueurs des trois céaéb, cen résolvant les équations du probléme 1 - P 2 lshe¢hematica
Données numériquesh = 975, p = 20.

m Exercice 3-P 3

Une sphére homogéne de rayoa 0.3m, de masse volumiquye, = 900% flotte sur un liquide de masse volumique
_ L
Po= 1000m3'

Calculez la hauteur de la partie émergeante en résolvant I'équatiqoraloléeme 1 - P 3 avédathematica

m Exercice3-P 4

Une cuve cylindrique est posée horizontalemenlessol.

Donnée numérique = 50.

Graduez une jauge, c'est-a-dire dessinez une liEngapier portant les graduations 10 %, 20 %pmnee l'indique la
figure ci-dessous.



3-Equations.nb

—100 %

—90 %
—380 %
—70 %
—60 %
—50 %
—40 %
—30 %
—20 %

—10 %

—0 %

a) Premiére version: résoudre les équations 'unepaes l'autre, sans utiliser de listes

Indications

Il s'agit d'abord de résoudre 8 équations du problé - P 4 et

de former la liste des angles qui correspondehige graduation:
ag=0;
a1 est la solution de I'équation pour le taux de egspge t = 0.1;
a3 est la solution de I'équation pour le taux de fespge t = 0.2;
a3 est la solution de I'équation pour le taux de fegsage t = 0.3;
a4 est la solution de I'équation pour le taux de fespage t = 0.4;
a5 =T,
ag est la solution de I'équation pour le taux de fespage t = 0.6;
a7 est la solution de I'équation pour le taux de He&ssage t = 0.7;
ag est la solution de I'équation pour le taux de fespge t = 0.8;
ag est la solution de I'équation pour le taux de Hegsage t = 0.9;
a0 = 2.

Il s'agit ensuite de former la liste des hauteuwisqrrespondent a chaque angle

ho =0;

h; est la hauteur qui correspond a l'angle
h, est la hauteur qui correspond a l'anglg
hz est la hauteur qui correspond a l'angle
h, est la hauteur qui correspond a l'angje
hs =r;

hs est la hauteur qui correspond a l'anglg
h7 est la hauteur qui correspond a l'angle
hg est la hauteur qui correspond a l'angjg
hg est la hauteur qui correspond a l'angje
th = 2r.

Il faut enfin dessiner une liste de traits horizunxt:

Show[Graphics[{

Line[{{0,h0},{5, hO}}], Line[{{0,h1}{5, h1}}],
Line[{{0,h2},{5, h2}}], Line[{{0,h3},{5, h3}}
Line[{{0,h4},{5, h4}}], Line[{{0,h5},{5, h5}}
Line[{{0,h6},{5, h6}}], Line[{{0,h7},{5, h7}}
Line[{{0,h8},{5, h8}}], Line[{{0,h9},{5, h9}}
Line[{{0,h10},{5, h10}}], Text['0 %",{5,h0},{ -1,0},

[ —
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Text['10 %" {5,h1},{-1,0}], Text["20 %" {5,h2} {-1, 0},
Text["30 %" ,{5,h3}{-1,0}], Text["40 %" {5,h4 }{-1,03],
Text['50 %" ,{5,h5},{-1,0}], Text['60 %",{5,h6 }{-1,03],
Text["70 %" {5,h7}{-1,0}], Text['80 %" {5,h8 }{-1,03],
Text["90 %" {5,h9}{-1,0}], Text["100 %" {5,h 10},{-1,0}1},

PlotRange -{{0,20},{-10,110}}, AspectRatio -5]];

b) Deuxieme version (facultative) : écrire un progamme plus compact en utilisant Table]...]

m Exercice 3-P5

Pour rembourser un emprunt de Fr 8'200.--, uneumdgmande de verser 6 annuités de Fr 2'000.--
Calculez le taux d'intéréten résolvant I'équation du probleme 1 - P 5 &fathematica

§ 3.6 Partie facultative

m Sile lecteur a pris de l'avance, il est invité atédier maintenant le paragraphe 2.3

m Résolution de systemes d'équations ou d'inéquatioasec Reduce]...]
(Supplément facultatif)

m Expressior des solutions de Reduce sous la forme d'une liste de valeurs (ensembli des solutions’

Lorsqu'on doit enchainer des calculs, les résullasscalculs précédents doivent souvent étre tiarssmme données
aux calculs qui suivent. Il est souhaitable quéecensmission soit faite psathematicasans que I'utilisateur doive
effectuer des copier/coller.

s = Reduce[x2 =3-X, X, Real s]

X == [-1-418) ||x == (-1+/13)

N e
N -

Une premiére méthode consiste a collecter les s&gmosous la forme d'une liste de valeurs que nmusnens asem-
ble dessolutions

Pour transforme®r]...] enList[...]:

Appl y [Li st, s]

{x

Pour remplacer chaque symboles d'égadité gu Equal) par le membre de droite correspondant

N -
N -

(AT x = [T

s /. Equal [x, vx_] - vXx

S (1.v13)

(—Lm)ug

N -

En combinant les deux opérations, on peut pas&nsembledessolutions

es = Appl y[List, s] /. Equal [Xx, vXx_] - vX

(5 (v ),

N e

)

Une autre maniére d'arriver a un ensemble desi@odutonsiste a faire appel aux métho@msve[...] ou NSolvel...]
qui expriment les réponses sous la forme de ldgesubstitutions.
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NSol ve[x2 =3-X, x]

{{x > -2.30278 }, {x - 1.30278 }}

es = x /. NSol ve[x2 =3-X, x]

{-2.30278, 1.30278 }

Sol ve[x? =3 -x, x]

T e el

2
es =x /. Sol ve[x2 =3-X, x]
{% (-1-vEE), % (113}

Pour montrer quel usage on peut faire de cet erlsetals solutions, supposons qu'il s'agisse d'ste diabscisses de
points sur le graphe d'une fonctidn donnée

ear[f]; f[x_1:=x3
Pour former les coordonnées des points, on pdigeutiun des procédés suivants

Table[{es[[j 1], fles[[j 111}, {I, 1, 2}]

([ (1vm)  (avi ) S [2ev8s). (20837

NP

ys = Map[f, es]; Transpose[{es, ysS}]

([ (1-vE) - (Vi )} 5 [2evm). S (20837

NP

N[Table[{es[[] 1], f[es[[i 111}, {I, 1, 2}]]
{{-2.30278,5.30278 }, {1.30278, 1.69722 }}

ys = Map[f, es]; N[ Transpose[{es, YS}]]
({-2.30278, 5.30278 }, {1.30278,1.69722 }}
On peut aussi demander d'afficher tous les chiffigsificatifs calculés:

Nurmber For n[N[Tr anspose[{es, ys}]], 16]

{{-2.302775637731995, 5.302775637731996 }, {1.302775637731995, 1.697224362268005 1}

m Expression des solutions de Reduce sous la formeidé liste de substitutions

Lorsqu'on doit enchainer des calculs, les résullasscalculs précédents doivent souvent étre tiarssmme données
aux calculs qui suivent. Il est souhaitable quéeceansmission soit faite psathematicasans que I'utilisateur doive
effectuer des copier/coller.

Une deuxieme méthode consiste a collecter les s&sosous la forme d'une listesubstitutions

s = Reduce[x? = 3-x, x, Reals]

X ==

NP
N -

((1-VI3 ) 1% = (14313

Pour transforme®r]...] enList[...]:
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Appl y [Li st, s]

{x

Pour remplacer chaque symbole d'égaité uEqual) par un symbole de substitutior puRule):

N -
N -

[4-VE]x 2 [T

s /. Equal - Rule

X (1-vEE)| 1) ot (1+\/§))
2 2

En combinant les deux opérations, on peut paséaEnsembledessubstitutions

I's = Appl y[List, s] /. Equal - Rul e
(o (avEs ox o [10v33 )

Une autre maniére d'arriver a une liste de sultistits consiste a faire appel aux métho@slvel[...] ou NSolvel...]
qui expriment directement les réponses sous cattest
I s = NSol ve[x2 =3-X, x]

{{x > -2.30278 }, {x - 1.30278 }}

Is=SoIve[x2 =3-%, x|
(e (2B ) oy (3]

Pour montrer quel usage on peut faire de cete distsubstitutions, supposons qu'il s'agisse di'steed'abscisses de
points sur le graphe d'une fonctidn donnée

Cear[f]; f[x 1:=x?
Pour former les coordonnées des points, on pdigeutie procédé suivant

{x, f[x1y/.1s

(5 (2T ) - (VB )} [2ev83). S (20337}

N
N

{x, f[x1} /. N[Is]
({-2.30278, 5.30278 }, {1.30278,1.69722 }}

On peut aussi demander d'afficher tous les chiffigsificatifs calculés:

Nurber For m[N[Tr anspose [{l s, ys}]], 16]

{{{x » -2.302775637731995 }, 5.302775637731996 },
{{x - 1.302775637731995 }, 1.697224362268005 }}



