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81 Interpolation

8§ 1.1 Interpolation polynomiale

Notion d'interpolation

On donne une tabelle de valeurs numériques

X|1 |2 |3 |4
vy 119 p3 31 2B

Interpoler signifie "calculer des valeurs interngédis”, par exemple: quelle valgucorrespond & = 2.7?
Graphiguement, la situation se présente comme suit

ListPlot  [{{1,19 }, {2,23 }, {3,31 }, {4,28 }},PlotRange - {{0,51}, (0,4 }},
PlotStyle - {PointSize [0.02 ]}, ImageSize -> {400, 200 }, AxesLabel - {"X","y" }]

- - - - ' X
0 1 2 3 4 5
Une méthode simple (mais pas forcément la meiljecoasiste a effectuer une interpolation linéaieg p
morceaux, c'est-a-dire a joindre les points parsggsnents de droite:
ListPlot  [{{1,1.9 }, {2,23 }, {3,31 1}, {4,28 }},
PlotRange - {{0,5 }, {0, 4 }}, ImageSize - {400, 200 }, Joined - True ]

0

0 1 2 3 4 5
La fonction affine par morceaux qui passe par Eatp donnés est appelégerpolant Pourx= 2.7, on obtient
ainsiy = 2.86 (la méthode de calcul sera présentée ci-dgssou

Une autre méthode (qui semble meilleure mais domtleur reste a discuter) consiste a effectuelinteepola-
tion cubique, c'est-a-dire a faire passer par lgsidts donnés un polynéme de degré
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0 I I I I J
0 1 2 3 4 5

Le polyndme de degré& 3 qui passe par les points donnés est appelémolant Pourx = 2.7, on obtient ainsi
y=2.907(la méthode de calcul sera étudiée ci-apres).

Selon l'interpolant choisi, on obtient des répordifférentes. Dans ce chapitre, nous présentonpeEzdés
généraux pour construire des fonctions d'interpmiatjui sont au fondement de nombreuses méthodes
numeériques.

Calcul de l'interpolant

= Forme matricielle d'un systéme linéaire

Nous verrons que le calcul consiste essentiellementn systeme d'équations linéaires. Il est agemtad'ex-
primer les systémes linéaires sous forme matrii€lar exemple, le systéme d'équations

3x -5y +2z = 8

x +3y -z =5
2x -y +3z = -2
peut aussi s'écrire sous la forme suivante, appeide matricielle
3 -5 2 X 8
1 3 -1||y|l=1]5
2 -1 3 z -2

Nous mettons a profit cette forme pour résoudricafément le systéme avbtathematica Le tableau des
coefficients des inconnues est appebérice du systeme linéaire:

m= {{3, -5,21%, {1,3, -1}, {2, -1, 3 }}; MatrixForm [m]

3 -5 2
1 3 -1
2 -1 3

Le vecteur-colonne suivant est appelé menderdroite du systéme
y = {8,5, =-2}; MatrixForm [y]

8
5
-2

Donné sous cette formilathematicanous donne la solution du systéme
{X, ¥,z } =LinearSolve [m,vVy]
131 5 17
(s 7 %)
= [nterpolation linéaire par morceaux

Détaillons les calculs relatifs aux exemples dorsaiss Notion d'interpolatiofl. Dans le cas de l'interpolation
linéaire par morceaux, deux points consécutifs Eméxtrémités d'un segment de droite

x| 2 | t |3
y[23 b (t)[31

g(t) est la fonction affine appelégterpolantou fonction d'interpolation
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g (t)=co+cCyt

dont il faut déterminer les coefficienty et c;.
L'interpolant doit passer par les deux points dsnné

g (2) =23 el g (3) =31
Co+C12=23 el Co+C13=31

Les conditions précédentes constituent un systéaguations linéaires que nous récrivons sous lador
matricielle

1 2y coy (23

1 3] ley)= (51
Résolvons le systéeme aviglathematica
m= {{1,2}, {1, 3 }}; MatrixForm [m]

12 )
(1 3
y = {2.3,3.1 }; MatrixForm  [y]
2.3
o1
c = LinearSolve  [m, y]; MatrixForm  [c]
los |
0.8
Clear [g,t 1;
gft_]1:=07 +0.8¢;
g[2.7 ]
2.86
Les fonctions suivantes sont appeldesctions de base
bo (t) =1 bi(t) =%
La fonction d'interpolation est une combinaisoréédime des fonctions de base
g (t) =cobp (t) +cyby (1)
Clear [b,g,t 1;

b[t_ 1= {1,t }
grt 1=cb [t]
0.7 +0.8t

= |nterpolation cubique

Dans le cas de l'interpolation cubique, le polyn@uédroisieme degré doit passer par les quatreépdonnés

x| 1|2 |t |3 |4
yI19 B3 d (t) |31 b8

L'interpolant est le polyndngt) de degré< 3
g (t) =cg+Cyt +Ccpt?+cgt?

L'interpolant doit passer par les quatre pointsndsn

g (1) =19, g (2) =23, g (3) =31, g (4) =28
C0+C11+0212+C313:l.9, Cc 0+012+C222+C323:2.3,
Co+C13+C23%2+¢c33%=3.1 , C g+Ci14+cp4%2+c34%=-28

Les conditions précédentes constituent un systédgaakions linéaires que I'on récrit sous la fomadricielle

11 1 1) (Co 1.9
12 4 8| |cy 2.3
13 9 27| |c, 3.1
1 4 16 64 ) \cs 2.8

La résolution du systeme avilathematicanous donne
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m=¢{1,1,1,1 3}, {1,248 3}, {1,3,9,27 3}, {1, 4, 16,64 }}; Matrixcorm [m]

y = {1.9,23,3.1,238 }; MatrixForm  [y]

1.9
2.3
3.1
2.8

c = LinearSolve  [m, y]; MatrixForm  [c]

34
-2.95
1.7
-0.25

Clear [g,t 1;
g[t_]1:=34 -295t +1.7t ?2-0.25t 3;
g[2.71

2.90725

Les fonctions suivantes sont appeldesctions de base

bo (t) =1; bi(t)=t  b(t)=t% bs(t)=t®
Lafonction d'interpolatiorest une combinaison linéaire des fonctions de base
g (t) =cobo (t) +cyiby (t)+caba (t) +c3bs ()

Clear [b,g,t 1;
brt_1={Ltt 2 t3}
glt_1=cb[t]

34 -295t +17t 2-0.25¢t 3

pts = Transpose [{Range[l,4 1,V }1;
Plot [g[t], {t, 0,45 1}, PlotRange - {{0,5 13}, {0,4 }},
Epilog - {PointSize [0.02 ], Map [Point, pts 1}, ImageSize -> {400, 200 }]

4 -

0 I I I I J
0 1 2 3 4 5

Calcul de l'interpolant avecMathematica
Mathematicgpeut nous donner directement l'interpolant:
? InterpolatingPolynomial

InterpolatingPolynomial [data, var ] renvoie un polynbme de la variable var
qui donne un ajustement exact pour une liste de données. Le fo rmat des
données peut étre ({x1, f1 3, (x2, f2 3, .. } ou {f1, f2, .. }. Dans
le second cas, les xi ont les valeurs 1, 2, ... . Les fi peuvent & tre
remplacées par {fi, dfi, ddfi, ... }, spécifiant les dérivées aux points xi.

Dans le cas de l'interpolation linéaire par morgeau

|5
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pts = {{2,23 }, {3,31 3}};

Clear [g,t 1;

g[t_ 1 = InterpolatingPolynomial [pts, t 1;
Expand [g[t]]

0.7 +0.8t

9[2.7 ]
2.86

Dans le cas de l'interpolation cubique:

pts = {{1,19 }, {2,23 3}, {3,31 }, {428 }};
Clear [g,t 1;

g[t_ 1 = InterpolatingPolynomial [pts, t 1;
Expand [g[t]]

34 -295t +17t 2-0.25¢t 3

9[2.7 ]
2.90725

Le probleme d'interpolation

= Enoncé du probléme d'interpolation 1-1
Sont donnés points
(X0, ¥0), (X1, ¥1)5 ---» (Xn-1, Yn-1) d' abscisses distinctes Xp < X1 <o < Xp_q.
Déterminez le polyndmeg de degré< (n— 1) passant par ces points, c'est-a-dire
g®Xo)=vy0, g&1)=¥1, -  EXn-1) = ¥n-1-

= Proposition 1-1
Le probleme d'interpolation 1-1 posséde une etsende solutiony.

= Démonstration de I'existence du polynéme d'interpaltion g

Dans l'exercice 1.2-1, nous prouverons l'existehcpolyndme d'interpolation. L'existence découldaitique le
systeme d'équations que I'on obtient posséde atsrmae solution.

m Démonstration de l'unicité du polynéme d'interpolaion g

Soientgs, g, deux solutions du probléme d'interpolation.
Définissonsd(x) = ga(X) — g1(X).

d est un polynéme de degré( n — 1) qui s'annule en abscisses distinctes
d(x0) = g2 (X0) — g1(X0) = yo—yo = O,

d(x1) = g2(x1) g1 (x1) = y1-y1 = 0,

d(Xp-1) = 82 (Xn-1) — €1 (Xn-1) = Yn-1—Yn-1 = 0.
Par conséquend, est divisible par (x— Xg), (X— X1), ...,(X—Xn_1)  donc
dx) = x-%0)(@X—2x1) ... (x —x,-1) q(X) ou qestunpolynome.

Siq+ 0, alors degi@) = n; or degréd) <(n-1) , donc q = 0.
Finalement, d =0 et 0 = g [ ]

m Exercice 1.1-1 [sans ordinateur]
Les points suivants étant donnés
MO (_ ]-7 2)7 Ml (17 - ]-)7 M2 (27 3)7 M3 (57 _7)7

calculez, par interpolatiolinéaireles ordonnées qui correspondent=al.3 ett = 3.2

m Exercice 1.1 -2 [avellathematica]

Déterminez le polynbme de degté qui passe par les quatre points suivants

MO (_ ]-7 2)7 Ml (17 _1)7 M2 (27 3)7 M3 (57 _7)
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m Exercice 1.1 -3 [sans ordinateur]
Déterminez le polynéme de degté qui passe par les quatre points suivants
MO (_ ]-7 2)7 Ml (17 - ]-)7 M2 (27 3)7 M3 (57 _7)

Prescriptiond'exercice écrivez le polynéme cherché comme combinaisogalre des fonctions de base suiv-
antes :

{1, t—x0, (t—%0)(t—x1), (t—%0)(t—x%1)(t—xg)}
Quel avantage obtient-on en ayant choisi ces fonstile base ?
Résolvez le systéme d'équations et écrivez exgiiEnt la solutiom.

§ 1.2 Interpolation trigonométrique

On donne une tabelle de valeurs numériques quésepte la température moyenne journaliere en un lie

imaginaire
t |Début janvier Fi|1 mars Mi | -juin I\{Ii -septembre
y -3 5 | 15 | 8

Interpoler signifie "calculer des valeurs intermaddis”, par exemple: quelle est la température muoggournal-
iere au début du mois d'aodt ?

Numérotons les 365 jours de lI'année de 0 a 364:

< [ @ <
22|49 AN Yo~ R | ®|©
o223/ |QIK|B o | < =] 9
O|®|m | ww © | = 2131818 | NEEN o e
o
Q= 0|22
S8 || 5 o = ~.|le8|2|le|2|5|8|5|8
sl€lg|8|e|ElzlT|g|B|lc|lcs|a|B|5|8|E|E|5|S|E|E|EIE
Z2lE|s |3 | @® S| =8| e|S|5|I=|=|2|18|e|2|c|lL|F|2|a!|Q
cCls|g|@|E|E|&|®|E S |=|53|3|g|°|g|la|g|c|2/2|8]8
sl e IS s e 3lglalglalglZIS|Slgle|g|8|c|g|e|e|S
32X ™ ™ M- H mwo‘_.gjo‘:ﬁ
H
® ® ®

Ainsi, le temps sera exprimé en jours (uwnité day).

t [d] | O |89 [166 [258
y 1’c1/-3[5[15 | 8

Montrons d'abord qu'il n'est pas judicieux d'intdep par un polynéme car le climat est un phénonoynkque.

pts = {{0, -3.3}, {89,5 1}, {166, 15. }, {258,8. }};
Clear [g,t T;
g[t_1 = InterpolatingPolynomial [pts,t 1; Expand [g[t]]

-3. -0.0151272t +0.00168343t 2-565713 x10°°¢3
Plot [g[t], {t, 0,365 1}, PlotRange - {Automatic, {-60, 20 }}, ImageSize -> {400, 200 }]

201

50 100 150 200 250 300 350

20+

—-60L
Le climat étant un phénoméne cyclique, la tempésatu 31 décembre doit étre proche de celle duiprem
janvier. Le premier jour de I'année suivante, tafiérature devrait étre de3 °C, ce qui est loin d'étre le cas
g[365]

-59.3369

Il faut interpoler par des fonction®riodiquesdont la période est un sous-multiple de 365 jociest-a-dire

365 365
365, g
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Choisissons comméonctions de base

27 ) 27 4
by (t) =1; b, (t) =cos (—t); b, (t) =sin (—t); b3 (t) =cos (—t]
365 365 365
La fonction d'interpolation est
g (t) =cobo (t)+caby (t)+coby (t) +c3bs (t) =
27 . 27 4 5
Cp + Cq COS (—t)+czsm (—t]+C3COS (—t)
365 365 365
Les conditions a remplir sont
g (0) =-3, g (89) =5, g (166) =15 , g (258) =8
2 . 27 4 5
Cg + Cq COS (— O]+czsm (— 0)+c3cos (— OJ = -3,
365 365 365
27 ) 27 4
Co + Cy COS (— 89J+cgsm (— 89)+cgcos (— 89) =5,
365 365 365
27 ) 27 4 1t
Cg + Cq COS (— 166] +Cy sin (— 166) +C3 COS (— 166) =15 ,
365 365 365
27 . 27 4
Co + Cq COS (— 258) +Co Sin (— 258) +C3 COS (— 258] =8
365 365 365
Le systeme d'équations est linéaire. Ecrivons-is $a forme matricielle
1 1 0 1
178 nt . 178 1t 356 71 Co -3
1 cos (5 ) Sin (g ) cos () o 5
332 . 332 664 =
1 cos ( 365 > sin ( 365 ) cos ( 365 ) C2 185
516 7 : 516 7 1032 C3
1 cos ( 365 > ( 365 ) ( 365 >

Résolvons le systeme aviglathematica
Clear [b,t ];x = {0, 89, 166, 258 };

o1 1 = {1, cos [=X t].sin [22 1], cos [Z 1]}

m= Map[b, x 1; MatrixForm  [m]

1 1 0 1

1 Sin [?’” Cos[?’;] 7Cos[3—eg]
1 —Cos[%] Sin [%] Cos[%ﬁ
1 -Sin [&T] 7C05[&T] Cos[ﬂ]

MatrixForm [N[m] ]

1. 1. 0. 1.

1. 0.0387223 0.99925 -0.997001
1. -0.959933 0.280231 0.842942

1. -0.267814 -0.963471 -0.856551

Les coefficients de la matrice sont des valeursériques; aussi, la résolution du systeme ne prégmd de
difficulté particuliére.

y = {-3,5,15,8. }; MatrixForm  [y]

-3.
5.
15.
8.

c = LinearSolve  [m, y ]; MatrixForm  [c]

5.81979
-9.22485
-0.0587724
0.405065
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Clear [g,t 1;
glt.1=cb [t];
gltl

2t 4t ] 2t
5.81979 - 9.22485 Cos {— ] +0.405065 Cos [—} ~ 0.0587724 Sin [—}
365 365 365

Plot [g[t], {t, 0,365 =«2}, ImageSize -> {400, 200 }]

15+

10+

ol
T

100 200 306\76 500 600 WQ

La fonction est périodique
g[0]
-3.

g[365]
-3.

La température au début du mois d'aolit sera domegrés Celsius,
g[212]
14.1226

§ 1.3 Interpolation (généralisation)

= Enoncé du probleme

On donne
X0, X1, .., X n.1 desabscissedistincte: p <x; <q
Yo, Y1. - ¥ n.1 desordonnéequelconqueg;
bg, b4, ..., b .1 desfonctionsdebast
oAl % R, =01 .on -1
On cherche une fonction d'interpolation
g=Cobg+ciby+... +cCpn1bn
telle que
g9 (Xo) =Y¥0, 9 (X1) =¥1, .. 0 (Xn-1) =Yn1
= Calcul
g9 (Xo) =Y¥o, 9 (X1) =¥1, ..., 0 (Xn-1) =Yn-1
Co bo (Xo) +C1 b1 (Xo) + +Cn1 bn1 (Xo0) = VYo
Cobo (X1) +c1 by (X1) + +Cnabng (X1) =y
Cobo (Xn1) +C1 by (Xn1) +... +Cnabna (Xn1) =VYna
Le systeme d'équations peut s'écrire sous fornteneke
bo (Xo) by (Xo) bn1 (Xo) Yo
co bo (X1) ve1 by (x1) | P bn-1 (X1) | _ | Y1
bo (Xn-1) b1 (Xn-1) bn1 (Xn 1) Yn1

Il s'agit de résoudre un systemendéquations & inconnues :
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Do (Xo) D; (Xo) -« Db o1 (Xo) Co Yo
bo (Xx1) by (X1) ... b a1 (X1) Ci | _ |V
bo (Xn-1) by (Xn-1) .. b w1 (Xno1) ) \Cng Yn-1

= Hypothéses

La matrice est réguliére. En particulier, ses wast€olonnes sont linéairement indépendants ettitoest une

base dR"
bo (Xo) b1 (Xo) bn1 (Xo)
& - bo (X1) &= by (X1) e - bn1 (X1)
bo (Xn-1) b1 (Xn-1) bn1 (Xn-1)

Notre probléme consiste a exprimer le vectguans la bas{a@, e, . en,l}, c'est-a-dire a déterminer les

coefficients{ cg, €1, ..., Ch_1} tels que
Yo
= - = _ g N S| Y1
Copep+Ci1€1+... +Ch_1€p1 =Y ou y =
Yn-1

= Echantillonnage (ou discrétisation ou "digitalisatbn™)
Pour n'importe quelle fonction (dont on ne conpai forcément I'expression analytique)
f: [pal->R

on définit I'opération d'échantillonnage ou de déisation comme suit

f (Xo)
discr (f) : = F(x)
f (Xn-1)
ou{ xg, X1, ..., Xp_1} SONt les abscisses de I'échantillonnage. Par dgetapvecteur donné
Yo
Y1
Yn-1
pourrait étre I'échantillonnage d'une certaine tfiomd
y =discr (f)
gue l'on désire interpoler avec les foncti¢bg, by, ..., b,_1}. (Ce point de vue sera développé dans le § 3.)

Avec la notation précédente, les vecteurs-colodeda matrice prennent la forme
& =discr (by) pour k =0,1, .., n -1
m Exemple
Interpolation polynomiale

bo (t) =1, by (t)=1t b,(t)=1t2 ..,b 1 (t)=t"?

2 n-1
1 Xxo X§ ... X 3 Co Yo
1 X1 X% e X 271 C1 _ Y1
- Cn- _
1 Xpq X2, .. x D0 n-1 Yn-1
m Exercice 1.2-1 [sans ordinateur]

De la proposition 1-1 découle I'existence du potged'interpolation de degré (n- 1).
En généralisant la méthode de I'exercice 1.1-3 pthéraz |'existence dg

Indications: Il suffit de démontrer que le systéme d'équatiestsrégulier. Plus précisément ici, montrez que le
systéme est triangulaire et que les coefficierdagatiaux sont non nuls.

m Exercice 1.2-2  [aveMathematica]

Déterminez une fonction périodique de période 7pgsse par les points suivants

MO (_1’ 2)7 Ml (17 _1)’ M2 (3’ _3)7 M3 (57 0)
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Indication: Choisissez les fonctions de base suivantes

2 7 27t 4
bo (t) =1; b4 (t) =cos (Tt); b, (t) =sin (Tt]; b3 (t) =cos (7tJ



