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Interpolation orthogonale

Interpolation diagonale, interpolation de Lagrange

Motivation et définition

Lorsque le nombre de points est élevé, la résaludiosystéme d'équations représente un travaildénable. Est-
il possible de résoudre un probléme d'interpolagorévitant les calculs consacrés a la résolutiosydtéme
d'équations? Une idée est la suivante: si on gaaisic les fonctions de base et les abscissesatiéiibnnage de
maniére que la matrice du systéme soit diagonkies & résolution du systéeme est immédiate eblati®sn du
probléme d'interpolation peut s'écrire explicitetmen

Hypotheése: la matrice du systéme linéaire est diagonalst-ddlire les coefficients diagonaux sont non etiles
coefficients non diagonaux sont nuls; avec lestimta du § 1.3,

pour i =0, .., n -1, ona bi (xi) #0;
pour i #]j, ona bi (xj) =0

On dit alors que l'interpolation est diagonale.
Conclusion: la solution du systéme linéaire est immédiate

Yo Y1 Yn-1

co=———, C13=———, .., € p1=—7"T—"7"—

bo (Xo) by (x1) bn1 (Xn-1)
et la réponse du probléme d'interpolation s'égptieitement comme suit

Yo Y1 Yn-1

g(t)y=——-—Dbg(t)+ ——— Dby (t)+... +—— by (1)
bo (Xo) b1 (X1) bno1 (Xn-1)

Base de Lagrange

Pour l'interpolation polynomiale, la base de Lageest une liste de fonctions de base qui est motestle
maniére a réaliser une interpolation diagonale.

Exemple introductif

Déterminer le polyndme de degté qui passe par les 3 points

Po (1, 3), P1(2;,5), Po (3 -1)
Premiereméthode Choisissons les fonctions de b:{1$e t, tz}.
11 1y (co 3

1 24| |cy|=15

1309 Co -1

La matrice du systéme linéaire est pleine et lalodi®n demande beaucoup de calculs.

g(t) =-7+14t -41t2
Deuxieme méthode En nous inspirant de l'exercice 1-3, choisissornisux les polynbmes de base
{1, t—-1, t-21)(t-2)}.

100, (co 3
110]||c;| =15
122 Co -1

Le systéme a résoudre est triangulaire, ce quirdiende beaucoup le temps de calcul.
g(t)y=3+2(t-1)-4(¢-1) (t -2)

Troisieme méthode Choisissons plus adroitement encore les fonctiohs base
{t-2t-3), - (-3, t-1t-2)}.

2 0 0 (Co 3
0 -1 0| |ci|=]|5
0 0 2) lc, 1

Le systeme d'équations est diagonal.
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Le travail de résolution du systéme est réduitiagechose.

3 5
g(t)=—(t-2) (t-3)+— (t-1) (t -3)+— (t-1) (t -2)
2 - 2
Quatrieme méthode Choisissons les fonctions de base suivantes égpélase de Lagrange

{(th)(t%) D=3 (=1 (t—2)}
1-21-3’ @2-1HE-y’' G-1E-2 )

10 0 (co 3
010/ |cy|=1|5
001 Co -1

La matrice du systéme d'équations est la matrieetiic.
Les coefficients cherchés sont les ordonnées datspionnés.

(t-2) (t-3) _ (t-1) (t-3) (t-1) (t -2)

g(t)=3 +5 +(-1) —mm88M8
(1-2) (1-3) (2-1) (2-3) (3-1) (3-2)

m Définition de la base de Lagrange
(t—x1)t—x%x2)... (t —xp-1)

Lo =
(X0 — X1) (X0 — X2) ... (X0 — Xp-1)
(t—x0) (t —x2) ... (t —xXp_1)
Li®) =
(X1 — Xg) (X1 — X2) ... (X1 — Xp_1)
(t —x0) (t —x1) (t —x3) ... (t —Xp_1)
Ly (t) =
(X2 — Xp) (X2 — X1) (X2 — X3) ... (X2 — Xp_1)
t— t— (b =X
Lo s (t) = (t—x0) (t —X1) ... (£ —Xp_2)

(Xn-1 = X0) (Xn-1 = X1) ... (Xn-1 — Xp-2)
Au numérateur, il y a exactemeni — 1) facteurs du premier degré;

dansLg, le facteunt — xg) n'apparait pas;
dansL,, le facteunt — x;) n'apparait pas;

dansL,_;, le facteurt — x,_1) n'apparait pas;

DansL, pourt = Xg, le dnominateur est égal au numérateur et aibgixg) = 1;
DansL,, pourt = x4, le dénominateur est égal au numérateur et hilisj) = 1;

DansL,_1, pourt = x,_1, le dénominateur est égal au numérateur et bjngix,-1) = 1.
m Propriétés de la base de Lagrange

Les polyndmes de Lagrange sont des polyndmes dé @eg 1) qui vérifient les conditions

Loxo) =1, Lo(x1) =0, Lo(x2) =0, ..., Loxp-1) =0
Lixg) =0, Lix)) =1, L1 (x9) =0, ..., Li&n-1)=0
Lo(x0) =0, Lo(x1) =0, Loy(x9) =1, La(x3) =0 ..., Lo (xp-1) =0
Ln—l (XO) = 07 Ln—l (Xl) = 07 Ln—l (XZ) = 07 ceey Ln—l (Xn—Z) = 07 Ln—l (Xn—l) =1

Voir exercice 2.1 - 2
m Solution du probléme d'interpolation exprimée aveda base de Lagrange

La base de Lagrange permet d'écrire explicitemiesaires calcul la solution du probléme d'interpotatl-1 (voir
§1.1)

g =yoLlo®+y1 Lu®)+... + yn1Lpn1(t)
Expression de la base de Lagrange éviathematica

X = {l, 2, 3}, y = {3, 5, —1},
n = Lengt h[x];
Clear[b, t, L, g]
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Appl y [Tines, Delete[t -x, i]]

bit_] = Tabl e] i1 my

Appl y[Tines, Delete[x[[i]1]-X, i]]

1
{— (-3+t) (-2+t), - (-3+t) (~1+1),
2

L[i _Integer][t_]1:=b[t][[i +1]1]

N e

(-2+1) (-1+t)}

L[2]1[t]

1
— (-2+t) (-1+1)
2

glt_1=y.b[t]

3 1
— (=3+t) (-2+t)-5(-3+t) (-1+t)-— (-2+1t) (-1+1t)
2 2

m Exercice 2.1-1 [sans ordinateur]
Déterminez le polynéme de degté qui passe par les quatre points suivants
MO (_ ]-’ 2)7 Ml (17 - 1)7 M2 (2’ 3)7 M3 (57 _7)

Prescriptiond'exercice écrivez le polyndme cherché comme combinaisoéaire des polyndmes de la base de
Lagrange.

m Exercice 2.1-2

A propos du probléme d'interpolation 1-1, dansds au les fonctions de base sont les polyndmesdehge,
démontrez que

a) la matrice d'interpolation esidentité (c'est-a-dire la matrice est diagonale et tousdases diagonaux
valent 1);

b) la solution du probléme est
g®)=yoLo®)+y1 Li(®) +... + yn1Ln1(t)
m Exercice 2.1 -3 [aveld athematica]

Pourn = 7 et les abscissg¢s3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, faites les graphiques des 4 derniers élémenis loase de
Lagrangels, L4, Ls, Lg.

m Exercice 2.1 -4 [facultatif] [Sans dinateur]
On donne les abscisses
Xo=0; x1=025 x ,=05; x 3=0.75 x 4=1,;
les ordonnées correspondantes sont dénomnygeyi, Yo, Y3, Ya. On considére la fonction d'interpolation

linéaire par morceauxg(t) qui passe par ces 5 points. Pour exprig{€r on veut construire les 5 fonctions de
basebg(t), by(t), bo(t), ba(t), bs(t) qui vérifient les conditions

pour i =0, .., 4, ona bi (xj) =1;

pour i #]j, ona bi (xj) =0

a) Dessinez les 5 fonctions de base.

b) Ecrivez explicitement, au moyen d'une formulegaire fonction de base.
C) Appliquez les formules au calcul de

g (0.6 ) =yobo (0.6 ) +y1 by (0.6) +yz by (0.6 ) +ysbs (0.6 ) +ysbs (0.6 )
§ 2.2 Interpolation orthogonale [facultatif]

m Exemple introductif

Déterminer une fonction périodique de périodedli passe par les trois points suivants

27

4 5t
Po (0,0, Py |5 —2), Py, ]

—: 3
3

en faisant appel aux fonctions de base suivantes
bp=1, b, (t)=cos (t), by (t) =sin (t)

Premiéreméthode utilisons la méthode d'interpolation définie dém§ 1
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2x7 4w
C ear [b, t]; x={0, ? ?}

bt 1={1, Cos[t], Sin[t]};
m= Map[b, x]1; MatrixForm[m]

1 1 0
1 /3

1 -3 &
1 N3

1 -3 &

On obtient une matrice qui n'est pas triangul&@ren résoud le systéme au moyen d'une méthodeajértelle
gue la réduction a la forme triangulaire), le tibda résolution croit rapidement avecUne méthode plus
efficace est souhaitée.

Deuxiememéthode montrons d'abord que les vecteurs-colonnes deatsice sont orthogonaux 2 a 2; rappelons
gue deux vecteurs sont orthogonaux si et seulesnésir produit scalaire est nul:

1
1 1 1 1
1. -3 =1 1+1(-—)+1(——):0
1 1 2 2
2
0
1
V3 V3
1]. > | =1-0+1|—|+1|-——1| =0
1 s 2 2
e
1 0
1 V3 1y (/3 1 V3
SLE o [ R [ o
1 T 2 2 2 2
- )

On peut tirer profit de cette propriété pour réseue systéeme. Ecrivons d'abord le systeme d'émpsmsous
forme vectorielle

1 0
L 1 V3 0
Coll|+cy |72 |+Co| 2 = -2
1 1 V3 3
2 "2

puis multiplions les deux membres de I'équationi@@remier vecteur-colonne

1 0
1 1 NeS 1 0 1
Coll|+Ccy |72 |+Co| 2 1 =1-2] -1
1 1 V3 1 3 1
2 T2
1 0
1 1 1 1 NeS 1 0 1
Co |1 1l +cy |72 |- |1|+Co| 2 11 =1]-2 1
1 1 1 1 NED 1 3 1
2 T2
1 1 0 1
% [1 [1] 2 [1]
1 1 3 1
0 1
-2 1
3 1 0-2+3 1
Co = = I
1 1 1+1+1 3
1H1
1 1

procédons d'une maniére analogue avec le deuxiéateur-colonne
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1 0 1 1
1 1 V3 1 0 1
Co|l|+cy |72 |+Ca| "2 -T2 =1]-2 2
1 _1 V3 _1 3 _1
2 77 2 2
1 1 1 0 1 1
! 1 1 iR il (0 1
Coll|-|72|+Ca| 2| | 2|+C2| 2 -T2 =1-2 T2
1 _1 _1 _1 V3 _1 3 1
2 2 2 - 2 2
1 1 1
| ) (%) s
C1| 2 2| =1-2 2
_1 _1 3 _1
2 2 2
1
0 1
_2 *E
3 1 3
*E 0+1*E 1
Cl: 1 1 = 1 1 :—5
! ! 1+Z+Z
2 2
_1 _1
2 2
puis avec le troisieme vecteur-colonne
1 0 0 0
1 1 V3 V3 0 V3
Co|l|+cC1 |72 |+Ca| 2 - T2 | =]-2 2
L P N U N B
2 2 2 2
0 1 0 0 0 0
) E 1) | & RER N I A I s
Co |1 2 | +C1 | 2 2 | +C2| 2 2 =|-2 2
1 _Js -2 _ 3 ER _Js 3 _Vs
2 2 2 2 2 2
0 0 0
RER I e N A I e
Cz2 | 2 2 =|-2 2
_Js ER 3 ER
2 2 2
0
0 /3
-2 2
3 V3 33
. "2 0-v3 -7 5
2 = = =~
0 0 0+%+% \/3_
REN V3
2 2
_V3 KR
2 2
La solution du probléme est donc
1 1 5
g(t)==—--cos (t)-——sin (t)
3 3 3

Des que la méthode précédente est rodée, ellarrédlaaucoup moins de calculs que la méthode gérngoat
résoudre les systéemes linéaires.

m Généralisation et définition
Nous utilisons les notations du 8§ 1.3. Les vecteotennes de la matrice sont
bo (Xo) b1 (Xo) bn1 (Xo)
& - bo (X1) e = by (X1) R bn1 (X1)

bo (Xn_1) b1 (Xn-1) bn-1 (Xn-1)



18| 2-Interpolation_orthogonale.nb

Ecrivons le systéme a rédoudre sous forme vedriel

—

C0?0+C1?1+... +Ch_1€n_1 :)7

L'interpolation est dite orthogonale si et seulenséa matrice du systeme linéaire est orthogqriadst-a-dire si
les vecteurs-colonnes sont orthogonaux deux a deux:

g .€x =0 pour j #Kk

Montrons que, dans ce cas, I'équation vectorialg ptre résolue avec peu de calculs.
Multiplions les deux membres de I'équation g@ar

(co®o+C1€1+... +Chai€n1)€k=Y €k
Co€o.€K+C1€1.€6+... +Ch1€h1.€6x=VY.€

Ckek€x=Y.€k

On peut donc écrire explicitement la solution

—
ck:y k, k =0,1, ..., n -1
€k.€ k

CalculavecMathematica

2n 4rxw
x={0, _ —}; n = Length [x]
3 3

3

y = {0, -2, 3}; Cear[b, t, gl;
b[t_1={1, Cos[t], Sin[t]};

m= Map[b, x]; MatrixForm[m]

1 1 0
1 V3

L2 =
1 N3

1 -5

e = Transpose [m];

e[[111.e[[2]]

0
.e[[k
c =Tab|e[u, {k, 1, n}]
e[[k11.e[[k]1]

1 1 5
G5 )
glt_l=c.b[t]
1 Cos[t] 5Sin [t]
3 3 ey

= Interpolation diagonale et interpolation orthogonak

Proposition

Toute interpolation diagonale est orthogonale.
En particulier, la base de Lagrange est orthogonale

Démonstration
Dans une matrice diagonale, les vecteurs-colormesosthogonaux. Pour le comprendre, prenons umpbe

2 0 O

0 -10

0O 0 2

2 0 2 0 0 0

0. |-1]| =0; 0. 0| =0; -1 0| =0.
0 0 0 2 0 2
Réciproque

L'exemple donné sousterpolation orthogonale, Exemple introdugiifouve qu'il existe des problemes d'interpo-
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lation dont la matrice est orthogonale mais pagatiale.

Interpolation trigonométrique orthogonale
m Fonctions de base pour l'interpolation trigopnométrgue

Considérons maintenantfonctions périodiqueg by, by, ..., b,_1} de périod€l. En posantv = Z—T” choisissons
n fonctions de base

bo (t) =1,

by (t) = cos (wt), by (t) = sin (wt),
bz (t) =cos (2wt), bs (t) =sin (2wt),
bg (t) =cos (3wt), bg (t) =sin (Swt),
b; (t) =cos (dwt), ..,

bra (t) =

En d'autres termes,
k+1 . . .
cos wt) sikestimpair
bo (t) =1, by (t) = (<§> > . k=12 .,n -1
sin (E wt) si k est pair

m Abscisses d'échantillonnage

Les abscisses sont réparties uniformément swerViale[0, T]; plus précisément, nous choisissons

T
Xj =j — , j =0,1, ..., n -1
n

m Théoreme 2 - 2

Avec les choix précédents, l'interpolation trigorrigue est orthogonale. Plus précisément, avendegtions

du § 1.3,

g.ex =0 pour j #k et

. . . n pour kK =0

si n estimpair : &6y = {g pourk =1, .. n -1

pour k € {0, n -1}

n
si n est pair : ek.ek:{ﬂ pourk -1 n 5
5 y e

m Corollaire
La fonction d'interpolation
g (t) =cobp (t)+caby (t)+... +cCpabpg (t)

dont les coefficients
V .€

ck:y k=01, ..., n -1
€k.€k

sont appelésoefficients de Fourierest périodique de périodect passe par lgspoints prescrits
g (Xo) =Y¥0, 9 (X1) =Y1, ... 0 (Xn-1) =Yn1
= La famille orthogonale des fonctions de base [faltatif]

A propos de l'interpolation orthogonale, les mataéciens disent que les fonctions de base formeatfamille
orthogonale. Pour le justifier, ils munissent lasp vectoriel des fonctions d'interpolation

g=cCobg+Cciby+... +cCcn1bn1

du produit scalaire suivant

<fl1g> = f (X0) g (xo) +f (X1) g (Xa) + ... +f (Xn-1) 9 (Xn-1)
par rapport auquel les fonctions de base sont gottales. En effet, pouj = Kk,

<bj | bk > = by (Xo) bk (Xo) + by (X1) bx (X1) + ... +Dbj (Xn_1) by (Xn_1) =
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bj (Xn.1) bk (Xn-1)
Les fonctions de base et les colonnes de la mattioterpolation sont en correspondance biunivoglest
pourquoi on peut attribuer atpx les propriétés que I'on observe surdpdAinsi, l'interpolation est orthogonale si

et seulement si les fonctions de base formentamédlé orthogonale.
m Exercice 2.2 -1 [facultatif]

[Avec Mathematicd Montrez que l'interpolation trigonométrique doengén exemple dans le § 1.2 n'est pas
orthogonale.

[Sans ordinateur] Expliquez en quoi les hypothélsethéoréme 2-2 ne sont pas remplies.
m Exercice 2.2 -2 [facultatif] [AecMathematica]

Dans la région de Zurich, la température moyennesonale en degrés Celsius est la suivante:

Get::noopen : Cannot open Tableaux" . >

tableauGraph [ {{Janvier, -1}, {Février,1 }, {Mars, 4 }, {Avril,8 }, {Mai, 12 }, {Juin, 15 },
{Juillet, 18 }, {Aodt, 17 }, {Septembre, 14 1}, {Octobre, 9 1}, {Novembre, 4 }, {Décembre, 1 }}]

a) Construisez une fonction d'interpolation pourteespératures (voir les indications ci-dessous).
b) Comparez

1) la température moyenne annuelle et

2) Co = le coefficient de la premiére fonction de base.

Expliquez vos observations.

C) On veut diviser I'année en deux parties égales:"saison froide" et une "saison chaude".
Pour ce faire, calculez les dates auxquelles Ipéeature moyenne journaliére est égale a la
tempétature moyenne annuelle.

Comparez avec les dates des équinoxes. Commestexsldtats obtenus.

Indicationspourla questiona)
1) Puisqu'il y a 12 points donnés, nous prenon®ft2tions de base;

. . p A . 2r .27
la liste des fonctions de base est donnée dahgdaié : 1, 0(3(53—6E t), 5|r(3—65 t),

2) pour bénéficier de I'orthogonalité, choisiss@ssdbscisses comme indiqué dans les hypothéses
du théoreme 2-2

365
X = Range[o, 360, —]
12

{0’ ﬁ ﬁ ﬁ ﬁ % 365’ 25j 730’ 1095’ 1825’ 4015}
12 6 4 3 12 2 12 3 4 6 12
ce qui nous donne les points d'interpolation suivan

y={-1, 1, 4, 8, 12, 15, 18, 17, 14, 9, 4, 1},

Get::noopen : Cannot open Tableaux". >

afficheTableau [{t [(d],y [°C]}, None,

HO 365 365 365 365 1825 365 2555 730 1095 1825 4015}
120 6 4 3 12 2" 12" 3 4 & 127
{-1,1, 4,8, 12, 15, 18,17, 14,9, 4, 1 }H
3) pour interpréter les résultats du calcul, onéére au tableau suivant; il s'agit d'une numérota-
tion

des jours de lI'année qui vérifie les hypothésethéloréme 2-2. Par rapport au tableau du § 1.2, la
numeérotation est décalée de 15 jours: le 16 jarpaete le numéro 0 au lieu de porter le numéro
15.
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xr = Round [x]

{0, 30, 61, 91, 122, 152, 182, 213, 243, 274, 304, 335 }

tableauGraph [ { {0, 16 janvier }, {30, 15 février }, {61, 18 mars }, {91, 17 auvril 1,
{122, 18 mai }, {152, 17 juin 1}, {182, 17 juillet }, {213, 17 aolt 1},
{243, 16 septembre }, {274, 17 octobre }, {304, 16 novembre 1}, {335, 17 décembre }}]

m Exercice 2.2 -3 [facultatif] [Avedathematica]
Démontrez que la fonction
f (t)=3cos? (t)-5sin 3 (t)
peut étre mise sous la forme

f (t) =cg+cCpcos (t)+cCpsin (t) +czcos (2t) +
CsSin (2t) +cscos (3t) +cgsin (3t) +cycos (4t) +cgsin (4t)

Indications
1) Echantillonnez la fonctiofl(t) en 9 points comme indiqué dans le théoréme 2-2.
2) Posez le probléeme d'interpolation avec les fonstide base données.

Vérifiez que la matrice d'interpolation est orthngte.
Calculez les coefficients.
3) En notang(t) la fonction d'interpolation, vérifiez que(t) — f(t) =0 pour tout.
= Prolongements
Le lecteur intéressé est invité a comparer le thdmdénterpolation trigonomérique celui de 8justement
trigonométrique au sens des moindres carReair ce faire, sur le site http://www.collegedushfprofs/delezem

suivez les liensSupports de cours
/ Projections et ajustements § 3 Ajustements au sedes moindres carrés.



