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83  Approximation d'une fonction
Dans ce paragraphe, nous approximons une fonatielcapque par un polynéme d'interpolation.

8§ 3.1 Erreur d'approximation

= Exemple

Soit la fonctionf (t) = —i et les trois abcisseg =1, X1 =2, X, = 4.
Considérons la fonction d'interpolatigrgui passe par les trois poirtsg, (X)), (X1, f(X1)), (X2, F(X))};
g est un polynéme de degré 2 (dans la figure, ledoamtinu représentket le traitillé représentg).

On dit queg est I'approximation depar un polynéme du deuxiéme degré.

L'erreur d'approximation esft) = g(t) — f (t) dont le graphique est

i 2 3 4 5 6

L'erreur d'approximation s'annule aux abscissaegetfiolation
e (Xo) =0, e (x1) =0, e (xz) =0.

L'expressiomapproximation par interpolatiorst réservée a l'intervallé, 4]. En dehors de cet intervalle, on parle
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d'extrapolation. On constate immédiatement que l'extrapolatiomlasgereuse et doit généralement étre évitée.

= Probleme 3.1-1 [Avellathematicd

La fonctionf (t) :% étant donnée, on considére le polyndme d'apprdiamee f aux abscisses 1, 2, 4.

Dans un méme graphique, représentez les troisiémsct, g, e.
= Probléeme 3.1-2 [AveMathematicd

D'une fonctionf, on connait quatre valeurs en des abscisses siguitdis :

(X0, f(x0)), (x1, f(x1)), (x2, [(x2)), (x5, f (x3))

oux; =xo+h, Xo=x9+2h, x3=x9+3h

. . . 3
a) Déterminez une formule pour interpoleren x = xg + > h.

b) A partir de la tabelle ci-dessous, interpolefolection f(t) = Jt en4.5

Get::noopen : Cannot open Tableaux . >

afficheTableau[{x, f (x)}, None, {{3, 4, 5, 6}, {1.4422, 1.5874, 1.7100, 1.8171}}]

C) Enx = 4.5, comparef (4.5), g(4.5), e(4.5).

m Exercice 3.1 -3 [AveMathematicg

On considére la fonctioh(t) = sin(t) sur l'intervallg0; r].
Avec Mathematica approcheZ par un polyndme d'interpolatignde degré 6 sur l'intervall®; ] et dessinez le
graphique de l'erreur sur l'intervaller, 2rx].
Montrez que l'extrapolatioestdangereuse
alors que l'erreur reste limitée dans l'intervgien],
elle peut devenir considérable a I'extérieur !

m Exercice 3.1-4 [Sans ordinateur]

Dans le cas général, on considére

* une fonctionf;

* le polynéme d'interpolation dieaux abscisses, ..., Xp-1
p(f) (1) = g(t) abrégép(f) =g.

Démontrez que l'interpolation posséde les promistévantes:

1) pouti de 0 an-1, p(f) (xi)=Ff (xi)
2) sif esunpolynbmededegre < (n—1) alors p(f)=fF
c' est—a—dire pour tout g (t)="Ff (1)

3) pouitoute:fonctions f, g eipouitouinombrerée k,
p(f+g)=p(f)+p(9)
p(kf)=kp(f)

Indication

p(f) (t)=Ff (Xo) Lo (t)+f (Xg) Ly (t)+... +f (Xq1) Lpg (1)

m Conséquence de l'exercice 3.1-4

Dans le cas général, on considére
* une fonctionf;



3-Approximation.nb 25

*

le polynéme d'interpolatiog aux abscisses, ..., Xn_1;

I'erreur d'approximation depar interpolation aux abscisses ..., Xn-1
e(f) () =og(t)— f(t) abrégée(f)=g- f.

Démontrez que I'erreur d'approximation possedpriegriétés suivantes:

*

1) poutideOan-1, e (f) (xj) =0
2) sif esunpolynbmededegre < (n— 1) alors e (f)=0
c' est—a—dire pour tout e(f) (t) =0

3) pourtoutesfonctions f, geipourtouinombrerée Kk,
e(f+g)=e(f)+e(g9)
e (kf)=ke (f)

§ 3.2 Formules d'approximation

Généralisons I'exemple du § 3.1

Clear [x,y,f 1;X = {x[0], x[1], x[2]1};pts = Transpose [{X, Map [f, X ]}]
{{x[0], f[x[0]1}, {x[1], fIx[1]]}, {x[2], f[x[2]]}}

g[t 1 = InterpolatingPolynomial [pts, t]
-fx[017+F [x[17]  f [x[1]]+f [x[2]]
SEx[0]] +f (x(1)] (XD (- e
f[x[0]] + (t -x[0]) +
-X[0] +x[1] -X[0] +x[2]

Dans le cas ou la fonctioh n'est connue qu'en certains points, la fonctiopermet de déterminer des valeurs intermé-
diaires.

Par exemple,

Simplify  [g[t] /. {X[0] »1, X[1] »2, X[2] » 4, t »3}]

1
3 (-f[1] +3f[2] +f [4])
La formule
1
g (3) =§ (-f (1) +3f (2) +f (4))

est une approximation dg3) par un polyndme de degré 2, a partir des valeaifsadx abscisses 1, 2, 4.
Pour la fonctiorf du § 3.1, on obtient

3 1
9()—3

1 1
-1+3x—+—
2 4

Nous disposons maintenant d'un procédé qui nousgiete fabriquer de nombreuses formules de ce type.

m Formule d'interpolation linéaire (ou formule d'interpolation a deux points)

T (X1) -T (Xp)
f(t)y=g (t)=Ff (Xo) + (t -Xo)
X1 - Xp

m Formule d'interpolation cubique (ou formule d'inter polation a quatre points équidistants)

Xo=X1-h; X1; Xo=X1+h; Xz3=x1+2h;
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Interpolons a mi-chemin entre les deux points diemi

X1 + X2 -f (X0)+9f (X1)+9f (Xz)ff (X3)
( 2 ) 16

(X1+X2)
2

Appliquons a la fonctiorf () =% aux abscissed, 2, 3, 4. On obtient

-1+9 249 -7 25
g (2.5) = = — =0.390625
16 64
comme approximation de
1
f (2.5)=—=0.4
2.5

m Exercice3.2-1

A propos de linterpolation cubique, montrez quappgroximation est une moyenngondéréede
{ f(X0), f(Xx0), f(x2), f(x3)} avec les coefficients

X1 + X2
9 |

5 )=Cof (Xg) +C1f (x1) +caf (X2) +C3f (X3)

qui vérifient

Co+Ci+Cr+C3=1

m Exercice 3.2-2

A propos de l'interpolation linéaire, montrez ga@proximation est une moyenpendéréale{ f (xg), f(x1)} avec les
coefficients

g (t) =co(t)f (xo)+cy (t)f (X1)
qui vérifient
Co (t)+cy (1) =1 el Co (t)Xg+C1 (t) Xy =1;

en d'autres termesest une moyenngondéréale{ xg, X; } avec les mémes coefficients.

§ 3.3 Non convergence ponctuelle de I'approximagioiale

Lorsqu'on dispose de beaucoup de points, on podtrai tenté d'utiliser un polynéme de degré éldands le but
d'améliorer I'approximation. Auparavant, il faud@ire sir que, en augmentant le nombre de pointembolation, le
polyndme d'interpolatiog(t) tend vers la fonctioti ().

Nous allons montrer que l'interpolation peut éch@retant qu'approximatioriapale.

Clear [f, t,g,pts 1;
1

frt —
1+25¢t2

_1:

pts [n_] : = Table [{t,f [t13, {t, -1, 1, n—1}]
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Clear [g, t1];
g[10] [t _]1 = InterpolatingPolynomial [pts [10], t1];
g[20][t ] = InterpolatingPolynomial [pts [20], t1;

Plot [{f[t],g[10][t]}, {t, -1,1},
PlotStyle - {Dashing [{}], Dashing [{0.03", 0.01° }1}, ImageSize - {500, 300 }]

Pour une interpolation a 10 points, I'écart eftfen trait continu) et son polyndme d'interpolatip(en traitillé) est
grand. Tentons de réduire I'erreur en doublanbtabre de points

Plot [{f[t],9[20][t]}, {t, -1,11},
PlotStyle - {Dashing [{}], Dashing [{0.01" }1}, ImageSize - {500, 300 }]

Superposons
* la fonctionf (trait continu);
* I'interpolant en 10 points (traitillé formé deits longs);

* I'interpolant en 20 points (traitillé formé deifs courts).



3-Approximation.nb 28

Plot [{f[t],9[101[t],9 [20]1[t]}, {t, -1,1},
PlotStyle - {Dashing [{}], Dashing [{0.03", 0.01° }1, Dashing [{0.01" }1},
ImageSize - {500, 300 }]

Au lieu d'avoir été réduite, I'erreur a augmerfetenons que,

en augmentant le nombre de points d'interpolation e€es abscisses équidistantes, on n'est nullement
assuré

gue le polynéme d'interpolation () tende ponctuellement vers la fonction(tj.

C'es pourquoi er généra or distingut
- I'interpolation localedans laquelle est peut étre intéressant d'augmemembre de points;
- l'interpolation globalepour laquelle il vaut souvent mieux effectuer urterpolationpar morceaux

m Exercice 3.3-1

On considére une population de bactéries dontlliéea au fil du temps est donnée par la fonction
p(t) =0.8x%1.2

L'unité de temps est le jour et l'unité de popalatst le million de bactéries.

Notonsg(t) le polyndme d'interpolation du 10-eme degré enathssisses équidistantes sur l'intervedle10].
Dessinez l'erreu(t) = g(t) — p(t).
g(t) est-il une bonne approximation gé) ?



