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La numérotation des paragraphes et des pagesuf@ta chapitrd-onctions de plusieurs variables et dérivées
partielles

8 3 Différentielle d'une fonction d'une variable

§ 3-1 Exemple introductif

On a mesuré le c6té d'un carré. La mesure a dormévec une imprécision de + 0.05 m, ce que notmBo

X =1 -0.05 < Ax =< 0.05
Etudions l'incertitude sur l'aire du carré
y = x? Ay =2

Utilisons les notations suivantes

h = Ax
f (x) =x2
Figure : Ay est l'accroissement de l'aire du carré pour grogsement du coté de

m Accroissement de la fonction

La quantité suivante est appelroissement de la fonction f en 1 pour 'accraisent h

Ay =af (1; h)y =f (L+h) -f (1)
= (1+h)2-1=2h+h?

On peut dresser une tabelle des accroissemendsfolection

hsaf (1 h)y =f (L+h) -f (1)
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h 4f (1; h)
~0.05 ~0.0975
0.04 —0.0784
~0.03 ~0.0501
0.02 0.0396
~0.01 ~0.0199
0.00 0.0000
0.01 0.0201
0.02 0.0404
0.03 0.0609
0.04 0.0816
0.05 0.1025

On interprete ces accroissements dans le grapHijleefonctiorf de la maniéere suivante
Af(1; h)y = accroissement de la fonctidnen 1 pour I'accroissememte la variable

(fig. avech = 0.3)
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m Différentielle

Nous voulons montrer que, lorsque h est petitafegénte est trés proche de la fonction. On peuws approximer
l'accroissemenaf(1; h) par une fonction linéaire dont la pentedasile a la dérivée de la fonction

df (1; h)y=f" (1) h=2h
Cette expression est appetfiférentielle de f en 1 pour I'accroissementdn peut dresser une tabelle des différen-

tielles au voisinage de x = 1

hedf (1; h) =f’ (1) h
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h df (1; h)
~0.05 ~0.10
0.04 ~0.08
~0.03 ~0.06
0.02 0.04
~0.01 ~0.02
0.00 0.00
0.01 0.02
0.02 0.04
0.03 0.06
0.04 0.08
0.05 0.10

On interprete ces approximations linéaires dagsdphique de la fonctioihde la maniére suivante
df(1; h) = accroissement de la fonction tangeatel pour I'accroissememte la variable
(fig. avech = 0.3)
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= Erreur d'approximation
L'erreur d'approximation est
he (1; h) =af (1; h)-df (1; h) = (2h+h?) - (2h) =h?

On interprete I'erreur d'approximation dans le bigye de la maniére suivante
e(1; h) = mesure dedcart verticalentre la tangente et la courbe
(fig. avec h =0.3)
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Comparons maintenant I'accroissement et la diffiéiésn

h af (1; h) df (1; h) e(1; h)
0.30000 0.690000000 0.600000000 0.090000000
0.03000 0.060900000 0.060000000 0.000900000
0.00300 0.006009000 0.006000000 9.000000000 x 1076
0.00030 0.000600090 0.000600000 9.000000000 x 1078
0.00003 0.000060001 0.000060000 9.000000000 x 10710

Lorsque h tenc vers 0, I'accroisseme de la fonctior et la différentielle tender tous dew vers 0. Mais comme I'erreu
d'approximation tend vers 0 beaucoup plus vite end@accroissement et la différentielle prennesd daleurs trés
voisines:

Af (1; h)y = df (1; h) =f’ (1) -h =2h pour de petits h
On peut maintenant donner au probléme initial ép®nse simple:
Ay = 2 AX

Par exemple, lorsque l'erreur sur la mesure duesitix = 0.05m, l'erreur sur l'aire du carré esy ~ 0.1n?P.
Approx .

par différentielle Erreur d'approximation

L'erreur d'approximation de l'accroissement palifférentielle est négligeable.
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8§ 3-2 Différentielle de f en (x; h)
Premiére formulation

Au paragraphe précédent, nous nous sommes intgér@$s€croissement de la fonctioenx= 1 pour l'accroissement
Ax =h. Nous nous intéressons maintenant au méme prol{roeissement de la fonctidrix) = x?pour l'accroisse-

mentAx = h) enuneabsciss& quelconque

m Accroissement de la variable

L'accroissement de la variable indépendarest notée

Cet accroissement peut aussi étre désigné paramtienguelle autre variablé, par exemple. Un accroissement
positif représente une augmentatiorxdandis qu'un accroissement négatif représentelimmaution dex.

m Accroissement de la fonction

[af (x; ax) =f (x+ax) -f (x)] ou Af (x; h)y =f (x+h) -f (x)

m Différentielle de f en x pour l'accroissement h (o@pproximation linéaire)

[df (x; ax) =f’ (x) Ax| ou df (x; hy =f’ (x) h

= Erreur d'approximation

le (x; ax) =af (x; ax) -df (x; ax) = f (x+2x) -f (x) -f’ (x) Ax| ou
e (X; h)y =af (x; hy -df (x; hy =f (x+h)-f (x)-f” (x)h

Graphiquement, l'erreur d'approximation représbétart vertical entre la tangente et la courbe.

m Changement de repére

Pour centrer notre attention sur le voisinage datp(x, f(x)) et simplifier I'expression de l'accroissemengsil utile
d'effectuer le changement de repére suivant dauele, y) représente les coordonnées du probléme donnétqueli

(X, Y) représente de nouvelles coordonnées dont I'origghsituée au poifit. Par rapport a ce nouveau repére, on a
doncT(0, 0). C'est le point de vue adopté dans la figure giti s

= [nterprétation géométrique

Si on effectue une suite de zooms successifs adtopointT(x, f(x)), on peut observer que la courbe tend vers une

droite qui est la tangente a la courbe. Par ungdraent de repére, en considérant le pbicomme nouvelle origine, la
courbe est localement décrite par la fonction

heaf (x; hy =f (x+h) -f (x)
tandis que la tangente est décrite par la fonditndaire

h— df (x; h) =f’ (x) h
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m Existence de la différentielle

La fonction est différentiable ensi et seulement si I'erreur d'approximation teas\0 plus vite qué, c'est-a-dire
l'erreur divisée pah tend vers 0:

e (x; h) f (x+h) -f (x) o . e (x; h)
= -f7 (x)  vérifie im — =0
h h h-0 h

En d'autres termes, il faut et il suffit que f sdrivable erx.

m Relation entre accroissement et différentielle

A (x; aAx) =df (X; AX) +e (X; AX)
= f (x+ax) -f (x) =f" (X) ax +e (X; &X) ]

Lorsqueh tend vers 0, la quantig (x; h ) tend vers 0 plus vite que Pour de petites valeurs Hel'erreur d'approxi-
mation e (x; h )est négligeable par rappat(x; h) et df(x; h). Par conséquent, l'accroissement sera tres wiesia
différentielle:

f (x+h) -f (x) =f’” (x)h

§ 3-3 Différentielle de f en x
Deuxieme formulation

La différentielle dd enx est la fonctiodinéaire
df (x): h » mh ou m est une constante a déterminer

de telle maniére gqu'elle approxiraemieuxl'accroissemendela fonction f enx

A (x)y: hes f (x+h) -f (x)
La meilleure approximation vérifie la condition samte:
la différence entre I'accroissement et la difféield tend vers 0 plus vite que ¢lest-a-dire

. e (x; h)
f (x+h)-f (x) -mh = e (x; h) avec ILm0 T =0

A partir de cette condition, calculons



3_DIFFERENTIELLES.nb 29

: e (x; h)
0O=Ilim —— =
h-0 h
) f (x+h) -f (x) _ f (x+h) -f (x)
lim —m):hm ( -m =f’ (X) -m
h-0 h h-0 h

= m=f’ (X)
Ainsi, la différentielle dd enx est la fonction linéaire
df (x): h s f7(x)h

La différentielle posséde la propriété suivante:
la différence entre I'accroissement et la difféield tend vers 0 plus vite que d¢lest-a-dire
. e (x; h)
f (x+h)y-f (x)-f” (x)h =¢e (x; h) avec ILm0 T:O

Sih est assez petit, on peut utiliser I'approximation

f (x+h) -f (x) =f’” (x)h

= [nterprétation géométrique

Dans le faisceau des droites passant par le pqgint(x)), c'est la tangente qui, localement, approxime ikurla
fonction. Dans le graphique suivant sont représarnge courbe de la fonction (en trait épais)

h -af (x; hy =f (x+h) -f (x)
et la famille de droites

h - mh pour m=-1,0,1, 2, 3,4,5
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C'est pour la droite

h »mh

avec m="Ff’ (x)

gue l'écart verticad(x; h) entre la droite et la courbe est minimal.

8 3-4 Applications des approximations linéaires

Sachant que/_ = 2, calculons par approximation linéaire (sans datdae)

4.01

m Calcul a la main

Pour ce faire, calculons la dérivée et la difféimdiat

x) +df (X; AX)

(
(4+0.01 ) =f (4) +df (4; 0.01

avec X

)

I
N

et

AX =0.01
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0.01 0.01
V401 =+/4 + =2+

24 4

La réponse a été obtenue par calcul oral. L'ed@mproximation est

= 2.0025

f (4+001) - (f (4) +df (4 001 )) -
(f (4+0.01 ) -f (4)) —df (4, 001 ) =e (4 0.01 )

dont la valeur numérique est

e =Vv4.01 -2.0025

-1.56055 x 10°°

La valeur absolue de I'erreur relative est inféaeau millionieme, ce qui représente une bonnecequpation.

e
2
-7.80275 x 1077
Remarque
Il est possibe de donner une estimation de I'erRaur urx eth donnés, (voiFormulaires et tableg. 89)
h2
e (X; h)y =— sup ’f” (t) ’

t el

m Calculs avecMathematica premiére méthode

La différentielle d'une fonctior peu se calcule comme suit

Clear [f];
fix 1:=vx
f'[x]h

h
2/x

La valeur numérique de l'approximation linéaire est
f 4] +f [4]0.01
2.0025

L'erreur et la valeur absolue de l'erreur relatiakent
f[4.01 ] - (f [4] +f [4]0.01)
-1.56055 x 107°

f[4.01 1- (f[4] +f [4]0.01)
S

7.80275 x 1077

m Calculs avecMathematicg deuxiéme méthode (Facultatif)

La différentielle d'une fonction peut se calculemaoyen de laifférentielle totaleDt

o[
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Dt [x]
2+/x

Dans l'expression précédenteDtreprésentax (appelédifférentielle totale de pour I'occasion).
L'approximation linéaire peut s'écrire

(«/x_+Dt[«/x_]) /. {Dt[X] - AX}
AX

2+/x

VX

dont la valeur numérique est

(‘/X_+Dt[‘/x_]) /. {Dt[x] > 001, x -4}

2.0025
L'erreur et la valeur absolue de I'erreur relaviakent

(\/x+Dt[x] —(\/X_+Dt[\/x_])) /. {Dt[x] -» 0.01, x -4}

-1.56055 x 1076

LRGN GY))

Abs[ /. {Dt[x] - 0.01, x—>4}]

Vx

7.80275 x 1077

Exercices du § 3

m Exercice 3-1 Calcul de valeurs numériques approchées

a) Calculez une valeur numérique approchée dagssipns suivantes au moyen de la méthode
décrite dans le 83 4. On effectuera les calculs littéraux (différeliéig) sans ordinateur.
Pour les calcul numériques, on utilisdtathematica

10.03 °

\/1002

A=r? avec r =3.04 m

d ) ) km
v=— avec d=1km e t=1min3s vitesse en ——
t min

Calculez aussi I'erreur d'approximation ainsi guedleur absolue de I'erreur relative.
Facultatif. Pour les deux dernieres expressions, estimeguiesans calculeff (x + Ax).

b)  Calculez une valeur numérique approchée dpréssion suivante au moyen de la méthode
décrite dans le § 34 en effectuant les calculs avdathematicade deux maniéres différentes

1
Vv 99.94

Calculez aussi I'erreur d'approximation ainsi guedleur absolue de I'erreur relative.
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m Exercice 3-2 Application a I'économie : notion @ colt marginal

Dans une certaine usine de pneus, l'expériencengréngue le codt total de productionxipneus est donné par
c (X) =400 +90 x -0.1 x?2
ol 0< x< 700 etc(x) est exprimé en francs.

a) Quereprésente c(x+1)—c(x) entermes de colts de pneus ?
Que représente c(x+ 1) —c(x) entermes d'accroissement ?
Application numériquex = 100.

b)  Approximez c(x+1)—c(x) par une différentielle.
Le résultat s'appellnction colt marginal
Application numériquex = 100.

m Exercice 3-3  Application & la physique : chute libre

Considérons un corps en chute libre dont I'horeste

1
z(t):—Egt2

a linstantt = 3s. Exprimez la variation de positiagtz en fonction de I'accroissement de temips
a) exactement;
b)  par une approximation linéaire;
Cc)  surun graphique, représentdzAz, dz etg;
d) pour quelles duréed la valeur absolue de I'erreur d'approximatioredlstinférieure a 5cm ?

m Exercice 3-4 Application a I'économie : notion @ profit marginal

Une entreprise a établi que le profit (en francsyendanix réfrigérateurs est

p (x) =1.5 x2-7000 x - 90000

Calculez le profit marginal, c'est-a-dire I'approation linéaire du profit en vendant le réfrigémteuméro (x+1).
Application numériquex = 6000.
m Exercice 3-5 Accroissement relatif et différentielleelative

Quel est l'accroissement relatif du volume d'urfesp lorsque son rayon augmente de 4
Comment dépend-il du rayon ?

Indicationset directives

La donnée signifi(-:‘Ar—r =0.0leton cherché)—/. Calculez d'abord la différentielle relati\%ﬁ puis approximez l'accroisse-

ment relatif par la différentielle relative.

m Exercice 3-6

Une sphére a un rayon de th5De combien faut-il augmenter son rayon afin que wwlume augmente ded% ?
Calculer l'accroissement et I'accroissement relatif

a) avedvathematicaau moyen d'une méthode exacte;

b)  par un calcul a la main, au moyen d'une méttamprochée faisant appel a la différentielle.

c) Quel avantage y a-t-il a utiliser la différedfie ?



