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= Prérequis

Nous supposons que I'étudiant a préalablement étudi@taeSystémes linéaires § 1 Systémes réguliers

§1  Projections

8 1.0 Projection vectorielle dans I'espace a deumatisions (introduction)

Par rapport a une base orthonormée du plan, oredesrirois vecteurs
- 5. > 2. v 1
R S R R E

On cherche le vecteuf) qui est (voir figure)

L - . . S - R L2
la projection de v sur la droite vectorielle dirigée par a parallelement a b.

ri
)

13
r =LinearSol ve [{{2, 1}, {1, 3}}, {5, 4}]
11

)
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8§ 1.1 Projections affines

m Projection d'un point P sur un plan affine G parallelement a une droite
vectorielle H

Soient G le plan affine donné par un repére gz, @),

H la droite vectorielle donnée par une bédseet
P un point quelconque de I'espace affitie

La projection dd® surG parallelement &l est le poinP* tel que

1° PPeG < AP =r,g:+r,9, et

X PPPeH « P P=rgh

Le coeur du calcul consiste & exprimer ééhs la basfg, o, ﬁ), c'est-a-dire a résoudre un systéeme linéaire de 3
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équations a 3 inconnues:

| KP:W+P*P:|'1@+T2@+T3E |

Les coordonnées de la projection se déduisentalgiaents(ry, o, ra):

| w:O—A+W:O—A+r1m+I‘2@|

= Exemple
Le plan affineG est donné par 3 points
A2, 2, -1), B(0;3 1), C(-3, 7, -4),
La doite vectorielle est donnée par le vecteur
AD o0 D (3; -2; 3)
Le point a projeter est

P (1, 4,6 )

On a dondj; = AB, G; = AC, h = AD. Le calcul consiste & résoudre le systémeg; +r, Gz + r3 h = AP puis a
calculerP*. Dans le systéme a résoudre

2 5 1 (r1 1
1 5 -4 |ry| = 2}
2 -3 4 ) \rg 7

les vecteursa@onnes de la matrice sont les vecte@s @, h. Par contre, eMathematica {g;, g, h} désigne la

matrice dont lesignes sont les vecteurs;, T, h. La ransposition d'une matrice est 'opération qui consiste & égéran
les lignes et les colonnes.

a={2, 2, -1}; b=1{0, 3, 1}; c={-3, 7, -4}, d={3, -2, 3}; gl=b-a;
g2=c-a;, h=d-a; m=Transpose[{gl, g2, h}]; Null Space [m]

{}

p={1, 4, 6}; r =LinearSolve[m p-a]; ps=a+r[[1]1191+r[[2]]0Q2

85 92 402
e

m Projection d'un point P sur une droite affine G pamllelement a un plan
vectoriel H

Soient G la droite affine donnée par un repéte g),

H le plan vectoriel donné par une béisg hy) et
P un point quelconque de I'espace affikie

La projection deéP surG parallélement & est le poinP* tel que

1° PPeG < AP =r,0 et

2 ° PPeH = PPP-ry,hy+rzh,
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Le coeur du calcul consiste & exprimer d&hs la basélj, hy, h?) c'est-a-dire a résoudre un systéme linéaire de 3
équations a 3 inconnues;

| KPIW+P*P:r1g+r2W]_\+r3F2 |

Les coordonnées de la projection se déduisentalfiaients(ry, ro, ra):

| W:(ﬂwﬁzmulﬂ

m Exemple
La droite affineG est donnée par 2 points
A2 2, -1), B(0;3 1),
et le plan vectoriel est donné par les vecteurs
AC, AD ol C (-3, 7, -4), D(3;, -2:3)
Le point a projeter est

P (1, 4,6 )

On a dondy; = AB, h; = AC h, = AD. Voici le calcul: résoudre le systéne, g +r, hy +r3 h, = AP puis
calculerP*

a={2, 2, -1}; b={0, 3, 1}; c={-3, 7, -4}, d={3, -2, 3}; gl =b-a;
hl=c-a; h2=d-a; m=Transpose[{gl, hl, h2}]; Nul | Space [m]

{3}

p={1, 4, 6}; r =LinearSolve[m p-a]; ps=a+r[[1l]]1091
200 193 231

o o =)
m Exercicel.l-1

Déterminez la projection paralléiR; deP surG parallelement & ou
P (2,5 7)

G est un plan affine de repére
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0 4
A0;0;2 ), T1=13], 02=1|3
-2 -2

el H une droite vectorielle de bas:

1
2
5

E:

m Exercice1.1-2

Déterminez la projection paralléRy de P suH parallélement & ou
P (2,5 7)

H est une droite affine de repére

. 1
B (0;1, -6), h=12
5
et G un plan vectoriel de base
0 4
g1=|3 G2=|3
-2 -2
m Exercice 1.1-3 [Facultatif]

Comparez les résultats des exercices 1 et 2. Régispment, établissez une relation vectorielldigues pointsP, Pg,
Pu, A, B.

Indication: utilisez le point d'intersectiondes sous-espaces affin€de 1.1-1) et de 1.1-2).

8 1.2 Projections vectorielles

- - _) - N N
m Projection d'un vecteur v sur un sous-espace vectoriel G parallelement a un
sous-espace vectoriel supplémentaire H

= Exemple (mélange de mélanges)

On veut faire un mélange de cing céréales compe$9d kg de froment, 300 kg d'avoine, 200 kg déemiB00 kg de
seigle et 400 kg d'orge. Le résultat doit étre mbten mélangeant cing types de mélanges.

Un premier fournisseur propose trois types de ngélsn

1) des sacs composés de 5 kg de froment, 1 kginkavbkg de millet, 1 kg de seigle et 2 kg d'orge;
2) des sacs composés de 3 kg d'avoine, 1 kg detnilkg de seigle et 1 kg d'orge;

3) des sacs composés de 2 kg de froment, 3 kgl rBikg de seigle et 4 kg d'orge;

Un deuxiéme fournisseur propose deux autres typesélanges:
4) des sacs composés de 3 kg de froment, 1 kgikav8 kg de seigle et 1 kg d'orge;
5) des sacs composés de 4 kg de froment, 1 kgikgvibkg de millet et 3 kg d'orge.

Calculez les quantités de froment, d'avoine, deemile seigle et d'orge qui proviennent du preraernisseur.
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Reformule; le problém er terme: de projection

m Méthode de résolution

Un mélange est représenté par un vecteur de 5 camies dont la premiére composante indique la t@ate
froment, la deuxiéme d'avoine, la troisieme deetilla quatrieme de seigle et la cinquiéme d'oAgesi, le mélange a
composer est représenté par le vecteur

800
300
vV =200
300
400

Les inconnues sont les nombres de sacs de chgopddymélange:
My, ra2, s, 4, Is

La relation a satisfaire est

5 0 2 3 4 800
1 3 0 1 1 300
r{ |1 +ro|1|+r3|3|+r4|0|+rs5|1| =200
1 1 2 3 0 300
2 1 4 1 3 400

Il s'agit d'un systéme de 5 équations a 5 inconrwessquantités livrées par le premier fournisseunt

5 0 2
1 3 0
Vi=ry |1 +rp|2|+r3|3
1 1 2
2 1 4

m Reformulation en termes de projection

Dans l'espace vectoriel de dimension 5, itéon donne le vecteur

800
300
vV = | 200
300
400

on définit un sous-espace vectotle dimension 3, de base

5 0 2

’ 02 =

N
Q)
w
I
AN WO

1
1
1
2

et un sous-espace vectotitde dimension 2, de base

3

0]
iy
1l

= W o
0]
N
I

4
1
1
0
3

Calculez la projection desurG parallélement &l.
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Calculs
gl=¢(5,1,1,1, 2}; g2={0, 3, 1, 1, 1}; g3={2, 0, 3, 2, 4}; h1={3, 1, 0, 3, 1};
h2 = {4, 1, 1, 0, 3}; m=Transpose [{gl, g2, g3, hl, h2}]; Nul |l Space [m]
{3
v = {800, 300, 200, 300, 400}; r =LinearSolve[m VvI;
vs =1 [[1]191 +r [[2]1]192+r [[3]]93; N[vs]
(613.725, 243.137, 184.314, 176.471, 311.765 }

m Généralisation et définition

La géométrie est la partie des mathématiques quiesoe les objets que 'on peut se représentegll@sient. Mais un
des buts des mathématiques est de dépasser cempeut voir. Les objets mathématiques sont apméhendés

d'une maniére plus abstraite, au moyen de repadsem symboliques et du calcul algébrique, ceétargit le champ
d'action de l'intuition. La généralisation consiateonsidérer des listes de nombres comme desuveeexquels on
applique des opérations analogues a celles quisaniconnues pouR, R?, R3.

Dans l'espace vectoriel de dimensipmotéR", on donne

1° le vecteuw,

2° le sous-espace vector@lde dimensiom et déterminé par une base
(m, 02, - gT))

3° le sous-espace vectorlélde dimensiom et déterminé par une base
(hi h2r o g

Nous admettons que les données vérifient les hypothéses

p+q=n et

(m, 92, .. Gp, h1, hy, ..., hyq| estunebasede".

Alors la projection d& surG parallélement & est le vecteur définF par

riga+raogo+ ... +rpgp+rpahi+rpohy+ .. +rphg=v

Vi=r101+r202+ ... +rpQp

m Vérification de I'hypothése

De manieres équivalentes, I'hypothése peut aussf@enuler comme suit:
* R" est la somme directe des espdgetH;
* H est I'espace supplémentaireGldansR".

Cette hypothése assure l'existence et l'unicité geojection.

Pour vérifier I'hypothese, il suffit de controlenayle systéeme d'équations est régulier. Pratiquerdans les calculs
numériques, la commandaullSpace[m] vérifie que la matricen est réguliére.

= Note historique

La géométrie & dimensions a été introduite a partir #1844 parCayleyen Angleterre eGrassmanren Allemagne.
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m Exercice1l.2-1

Notons ps(V) la projection der surG parallelement & tel que défini ci-dessus. Sojpy (V) la projection de/ surH
parallélement &. Montrez que

Py (V) =V - pc (V)

m Exercice 1.2 -2

Un fondeur achéte du bronze a trois fournisseurs.

Le bronzeA contient 75 % de cuivre, 10 % d'étain et 5 % denpl.
Le bronzeB contient 80 % de cuivre, 5 % d'étain et 10 % denbl.
Le bronzeC contient 78 % de cuivre, 7 % d'étain et 8 % denblo

a) Quelles quantités de bronzesB, C faut-il méler pour obtenir un alliage
comportant 169 kg de cuivre, 18 kg d'étain et 18l&glomb ?
Indication: utilisez la méthod®educe]...]Jau lieu deLinearSolvel..].

b) Quel est alors le poids total de l'alliage obt@nu

m Exercice 1.2 -3

Sur un objet de masses'exerce la force de pesanteur

0
0

-9

P-m

. m
ou g=981 -
S

Cet objet est suspendu par trois fils dont on ddeséirections

-1 2 0
dp=| 3|, dy=|2], dz = —1J
2 3 1

Calculez la force qu'exerce le premier fil surjédb
Reformulez le probléme en termes de projection.

m Exercice 1.2 -4

Sur un plan incliné est planté un poteau vertloalplan incliné est engendré par les vecteurs

1 0
0], 3
0 1

Le poteau est représenté par le vecteur

0
0
5

Les rayons du soleil ont la direction

-1
4
-3

Par quel vecteur doit-on représenter I'ombre daauosur le coteau ?
Reformulez le probléme en termes de projection.



