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§ 1 Systemes linéaires reguliers

8 1.1 Problemes conduisant a des systemes d'éqadingaires réguliers

Pour l'instant, il est seulement demandé de posees systemes d'équationsans ordinateur]
La résolution des systemes sera effectuée plus ta®@1-2 et § 1-3).

m Exercice 1-1-P 1

Trois fréres ont acheté une propriété pour 3 OGO Il manque au premier, pour payer a lui settlecacquisition, la
moitié de ce qu'a le deuxiéme. Celui-ci payerait #olui seul s'il avait en plus le tiers de ceada' premier. Enfin le
troisieme pour faire le paiement entier aurait bgsen plus de ce qu'il a, du quart de ce que plesk® premier.
Combien chacun posséde-t-il ?

m Exercice 1-1-P 2

On a trois lingots.

Le premier contient 20 g d'or, 30 g d'argent eg4fe cuivre.

Le deuxiéme contient 30 g d'or, 40 g d'argent e 8@ cuivre.

Le troisieme contient 40 g d'or, 50 g d'argentCeg@le cuivre.

On demande quel poids il faudra prendre de chaoungn former
un lingot qui renferme 34 g d'or, 46 g d'arger@’eg de cuivre.

m Exercice 1-1-P 3

On suppose qu'un cycliste a une vitesse dé:—‘ZEn terrain plat, de 1?1:5' en montée et de 3@ en descente. Ce

cycliste met 4 h 24 min pour parcourir une route ddhs le sens de A vers B et 4 h 36 min pour laquair dans le
sens de B vers A. La route ayant une longueur @eki) on demande de déterminer les longueurs dairtgslat, de
montée et de descente de A vers B.

m Exercice 1-1-P 4

Déterminez les coefficents du polynéme
_ 2 3
P (X) =ap+ai X+axX-+azX

de telle sorte que

m Exercice 1-1-P 5

Déterminez le polyndme du quatrieme degré qui ppasées cing points

m Exercice 1-1-P 6

Déterminez les coordonnées du point d'intersect@ndeux courbes

y =x?-x, y=-
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m Analogie hydraulique

Pour acquérir une premiére intuition de ce qu'estircuit électrique, faisons une comparaison. dgimans une pompe
qui actionne un circuit hydraulique dont le liquitteirne en circuit fermé, par exemple, le chauffegetral d'un
immeuble.
Ses caractéristiques sont

* la pression entre I'entrée et la sortie de lmpe;

* la résistance que le radiateur oppose au pashaliguide (rétrécissement du tuyau);

* le débit du liquide dans la tuyauterie.

Considérons d'abord le cas ou deux radiateursreliffé sont montés en paralléle (voir figure la féigsuivante).
Sachant que le débit qui sort de la pompelessﬁl quel est le débit qui entre dans la pompe ?

Sachant que le débit qui sort de la pompelesﬁﬁ et celui qui entre dans le premier radiateudest; = 3#1,

quel est le débit qui entre dans le deuxieme radiat, = ?

Radiateur 2
T
o~
Radiateur 1
P
1+
| | I —
Pompe

Le débit qui entre dans la pompe est égal a celuen sort, sinon la pompe perdrait de I'eau (fuile recevrait un
apport d'eau. On a la regle générale:
sur une portion de circuit non ramifiée, le détst partout le méme

Le débit qui entre dans le deuxiéme radiateur est,a=1 — I; = 2#1 sinon le circuit hydraulique perdrait de I'eau

(fuite) ou recevrait un apport d'eau. Pour un emtitament (ou une ramification), on a la régle geleér
la somme des débits entrants est égale a la soraméébits sortants

I =11+1,

Considérons ensuite un circuit sans lequel deurtewts différents sont montés en série (voir igsmivante). Nous
donnons les différences de pression entre certpiiess de points du circuit, GectoPascals

Apag = 500 hPa; A pgc=0hPa; Apcp=-300hPa; Apga=7?; APpe=?

Entre les point8 etC, nous supposons que le tuyau est d'un diamétiisasufpour que le frottement soit négigeable et
que la pression soit intégralement transmpge= pg; par suiteApg. = pc — pg = 0.

E Radiateur 2 D Radiateur 1 €

Pompe
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Entre les point E et A, il n'y a qu'une conduitead' pour laquelle nous admettons qug., = pa — pe = 0.
Pour détermineAp,, il faut tenir compte que le circuit est fermé.regle est que, sur une boucle orientée,
la somme des augmentations de pression est égalm@e des chutes de pressions

APag = APpc+ APEep

500 hPa = 300 hPa + Apgp
APgp = 200 hPa et APpe = -200 hPa
Pour justifier la regle, démontrons que, sur tdagtecle orientée fermée, la somme des variatiogs@gsion est nulle:

APag + APgc + APcp + APpg + APEA =
(Ps-PA) + (Pc-PB) + (Pb-Pc) + (PE-PD) + (Pa-PE) =0

En passant les chutes de tension dans le memio®ide

(PB-PA) = (PB-Pc) + (Pc-Pb) + (Pp- PE) + (PE - PA)

APag = APcg + APpc + APep + APAE

m Circuits électriques a courants continus

- F

La résistancetlectriquer estexpriméeenohms[Q].

Une sourcede courantcontinu (par exemple, une batterie, une pile, ...) esaaérisée par sa tensiétectriqueU
expriméeenvolts[V]. La source comprend une borne positive et unecheégative. S'il n'y a qu'une seule source dans
le circuit, a I'extérieur de la source, le couraintule de la borne positive vers la borne négatdans 'analogie
hydraulique, la source de courant peut étre conepadé pompe. La tension électrique entre deuxtpamrrespond a

la différence de pression. On peut supposer quésiatance interne de la source est nulle. Sidateince interne n'est
pas négligeable, il suffit d'ajouter un élémensistance" en série avec la source.

Les _conducteurélectriquessont des fils (souvent des fils de cuivre) quidugsent le courant électrique. Dans l'analo-
gie hydraulique, l'intensité du courant électrigoerespond au débit du liquide dans le tuyau. Nypposerons que la
résistance des conducteurs est nulle. Lorsquerésistance n'est pas négligeable, il suffit deutajoun élément
"résistance" sur le conducteur correspondant. {éutintensitéde courantl estl'ampéregA].

La loi d'Ohmaffirme que, aux bornes d'une résistance R paneopar un courant |, la chute de tension est dopaée
la relation

U=R.-I

En mots:pour une résistance donnée, la tension aux borsiegreportionnelle a l'intensité du courant quittaverse
Pour les unités, on a

1Vv=10 -1A

m Premiére loi de Kirchhoff ou loi des noeuds

Dans chaque portion de circuit non ramifiée - appelussi "segment” ou "arc" -, le courant électrigst le méme. On
introduit autant de variabldsg, I,, ... qu'il y a de segments. A chaque segmentitabwe un sens de parcours choisi a
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priori. La valeur du courant sera un nombre positihégatif selon que le courant circule dans s shoisi a priori ou
dans le sens contraire.

Chaque courant étant affecté d'un sens choisi a pri ori, a chaque noeud du circuit,
la somme des courants qui arrivent
est égale a
la somme des courants qui en partent.

Du point de vue physique, cette loi traduit le €aie, dans un noeud, I'électricité ne peut ni alacder, ni étre créée.

m Deuxieme loi de Kirchhoff ou loi des boucles

Dans l'analogie hydraulique, en parcourant une leofmoint d'arrivée = point de départ), on retroavkarrivée la
méme pression qu'au départ. Par conséquent, lasa@snaugmentations de pression est égale a laessdesrdiminu-
tions de pression. En électricité, il existe urglg@nalogue qui concerne leadons dans une boucle.

Dans chaque boucle, un sens de parcours ayant été c hoisi,
la somme algébrique des tensions aux bornes des gén érateurs
est égale a
la somme algébrique des chutes de tension sur les r ésistances.

On attribue a chaque maille du circuit un sensatequrs choisi a priori. (Au lieu de "maille", oit dussi "boucle" ou
"circuit").

On compare ensuite le sens de chaque composant€soésistance) avec le sens de la boucle.

Pour former la somme des tensions des génératruedtribue a chaque source une tension aux barhkes

Pour former la somme des chutes de tension, ahuwth chaque résistance une chute de teasRnl.

Les signes sont donnés par les régles suivantes :

+ U lorsque le sens de la source et le sens de pamsode la boucle coincident :
a l'intérieur de la source, le sens de la souraeva borne négative a la borne positive;
a l'extérieur de la source, le sens de la souraeVa borne positive a la borne négative;
le sens de la boucle est choisi arbitrairement pbague boucle.

— W
| ‘ * |
y + =
U —
sens de laboucle  — « sens de la boucle
-U lorsque le sens de la source et le sens de laidle sont opposés :
— U
| ‘ + |
1] A=
U1 g
sens de la boucle  « _ sens de la boucle

+ R- | lorsque le sens du courant et le sens de la bouclgncident :
le sens du courant a déja été choisi pour expiianei des noeuds;
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le sens de la boucle est choisi arbitrairement pbague boucle.

|1 — — |
—/—— R }— — 2R }—
sens de la boucle sens de la boucle

— R- 1 lorsque le sens du courant et celui de la boucleopposent

|1 — — |
—/—— R }— — 2R }—
sens de la boucle sens de la boucle

Du point de vue physique, cette loi traduit le faie, dans une boucle fermée, la somme des audinaatde tension
est égale a la somme des diminutions de tension.

m Probléme résolu

D'un circuit électrique (voir figure), on donne kessions aux bornes des sourdgsU- et les valeurs des résistances
Ri, Re, Rs.

'R, } ITI

-1l
1
U

On demande de calculer tous les courants.
Pour ce faire, appliquons d'abord la premiéere éoKdchhoff:

Dans ce circuit, il y a trois segments : EFAB, BCBEEBE. Dans chacun d'entre eux circule un couramnnu,
dénommd;, |,, I3 respectivement. A chaque courant, on attribudraitément un sens (voir les fleches dans la figure
ci-dessous).



1-SYSTEMES_LINEAIRES.nb

Ce circuit comporte deux noeuds : E et B.
La premiére loi de Kirchhoff, pour le noeud E, deréquation

lo+lz=11
La premiére loi de Kirchhoff, pour le noeud B, deriéquation
l1=12+13

Appliguons maintenant la deuxiéme loi de Kirchhoff.

Le circuit admet trois boucles fermées; ce sontERB, BCDEB et ACDFA.
Orientons chacune de ces trois boucles dans le(isetisématique) direct
(c'est-a-dire dans le sens inverse des aiguilléa d®ntre).

Pour la boucle ABEFA, la deuxiéme loi de Kirchhdéinne

U =Rslz+R 1,

Pour la boucle BCDEB, la deuxiéme loi de Kirchhddihne
bL=Rl>-Rsl3

Pour la boucle ACDFA, la deuxiéme loi de Kirchhdéfinne
U+WbL=Rl+R 1

Les lois de Kirchhoff nous ont donné cing équatidasquelles il nous faut éliminer deux équationkneantes :
remarguons que

la deuxiéme équation équivaut a la premiére;

la cinquieéme équation est la somme des deux éqsadioi la précedent.

Finalement, nous obtenons le systéeme de trois iéggai trois inconnues:

lo+l3=11
U1:R3|3+R1|1
U =R l2-Rgls

La résolution du systéme d'équations donnera lesinsades courants (voir 8 1-2 et § 1-3).

m Exercice 1-1-P 7

Calculez tous les courants du circuit suivant (Mdnax. 12 - 5 d)
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m Exercice 1-1- P 8

Calculez tous les courants du circuit suivant (Mdrex. 12 - 5 b)

1

10

m Exercice 1-1-P 9

6V
—— [} o —F
=
T3
T
<
™
4 VvV
+I= L Lo 52|

Calculez la résistande afin qu'elle soit traversée par un courant dedans le sens indiqué dans la figure.
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m Exercice 1-1- P 10

Calculez tous les courants du circuit suivant (Mdrex. 12 - 5 c¢)

20 V
[6 o | 72 o} I
L2 < | Bl
c =1 >
© \ g
G
N
M8 o1
[18 o}
m Exercice 1-1- P 11
Calculez tous les courants du circuit suivant (Mdnax. 12 - 6 a)
a |k s ol o
1| [12 o} [2 o}
10 V
- >
1 =S
G G
N ©
G
N
o K abk
| |
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m Exercice 1-1- P 12

Calculez tous les courants du circuit suivant (Mdnax. 12 - 5 a)

5V
5o o1 [y
{20 o} e
o
N
> |
O
-
.
_
| n
o
N
1| 5o o1
Il |20 QI
5V

m Exercice 1-1- P 13

Calculez tous les courants du circuit suivant (Mdnax. 12 - 6 f)

76 V

100 Vv
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8 1.2 Réduction a la forme triangulaire

m Equations linaires

Dans une équation linéaire, les inconnxieg, z, ..apparaissent uniguement sous la forme

ax+by+cz+... =Kk

ol a, b, c,... etk sont des constantes réelles. Par exemple,
3
V2 X - E y =56

est une équation linéaire alors que chacune dediégs suivantes

X-y2=3

1
X-—-=1

y
3x-+y =8

n'est pas linéaire.
Les méthodes exposées dans ce chapitre ne concquecies équations linéaires.

m Forme générale

Pour résoudre un systéme d'équations linéairespimmence par arranger les termes de la maniérargaiv
tous les termes contenant les inconnues sont mldanembre de gauche;
les autres termes sont mis dans le membre de droite
les termes semblables sont réduits (par exemple; 2y = 3y);
les termes inconnus sont mis dans le méme ordnetpoies les équations;
le systeme d'équations est présenté en colonnes :
la premiére colonne pour la premiére inconnue,
la deuxiéme colonne pour la deuxiéme inconnue,

etc.
Par exemple,
-2x -5y +z = -1
X +5y -4z = 2
2x -3y +4z = 7
Plus généralement, pour un systéme de n équatiansconnues;, X, X3, ..., Xn, l& systéme d'équations prend la
forme suivante:
a;,1Xy+a1,2Xp+a81,3X3+... +ainpXn=Dby
dp .1 X1 +ap.2 X2 +a2.3X3+... +aZan:b2
adz.1 X1 +az.2 X2 +a3.3 X3 + ... +aann:b3
Qni X1 +apno X2 +@n3 X3 +... +anpnXn = bp

m Forme triangulaire

Les systémes triangulaires sont des systemes t@ngiparticulierement faciles a résoudre.
Voici un exemple :
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-5y +z = -1
-7z = 3

Les termes encadrés sont appelés "termes diagonaux”
Ce systeme est dit "triangulaire supérieur" paretqus les termes situés au-dessous de la diagemat nuls.

La résolution des systémes triangulaires est @@l systéme d'équations est explicite:

54
Z=-—
31
1 3.772) 57
= — + z = -
Y 5 31
1 1.5 131
X=-— (-1+ -z) = —
2 ( y-2) 31

Plus généralement, un systéme de n équations éonrines est triangulaire supérieur si tous lesdsrsitués au-
dessous de la diagonale sont nuls :

A, .1 X1| +A1.2 X2 +aA31.3X3 + ... +a1n Xn = b1
Ao . 2 X2 +az2.3X3 + .. +a2n Xn = b2
Az .3 X3| + ... +agzn Xn = b3

frod - b

m Réduction a la forme triangulaire ou méthode de Gass

Par exemple, soit a résoudre le systéme

-2x -5y +z = -1
X +5y -4z = 2
2x -3y +4z = 7

Le but est de transformer ce systéme en un sysigangulaire équivalent. (Un systemguivalent est un systeme
possédant le méme ensemble des solutions.)

On va procéder par étapes, selon le plan suivant:
*  la premiére étape va consister a placer lesszéans la premiére colonne, c'est-a-dire
a "faire disparaitre" les deux termes situé @ssdus de la diagonale;
*  la deuxieme étape va consister a placer lessz#ans la deuxieme colonne, c'est-a-dire
a "faire disparaitre" le(s) terme(s) situé(sjassous de la diagonale;
*  le nombre d'étapes est égal au nombre d'ingemmoins un.

La méthode est aussi appelée méthdel&auss Comme la réduction a la forme triangulaire jousenardle important
dans le prochain paragraphe (8 2 Systémes sing)llievous est expressément demandé d'utiliseémsyiquement
cette méthode deés maintenant.

m Etape 1 A: choix du pivot dans la premiere colonne

-5y +z = -1
X +by -4z = 2
2x -3y +4z = 7

Dans la premiéere colonne, le terme diagonal ast sitir la premiére ligne.
Il faut faire en sorte que le terme diagonal né¢ gas nul. Si nécessaire, on permute la premigne lavec une des
lignes suivantes. Aprés quoi le terme diagonalmdrest appelé "premier pivot".
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m Etape 1 B : élimination dans la premiére colonne

-2x -5y +z = -1] 1 1
+5y -4z = 2 |2
2x | -3y +4z = 7 «— 1

Pour éliminer le terme subdiagov@,l on multiplie la premiére ligne par 1, la deuxiéligee par 2, puis la combinai-
son des deux lignes remplace la deuxieme ligne;
pour éliminer le terme subdiago, on multiplie la premiére ligne par 1, la troisigtigne par 1, puis la combinai-

son des deux lignes remplace la troisiéme ligne.

-2x -5y +z = -1
+by -7z = 3
-8y +5z = 6

m Etape 2 A : choix du pivot dans la deuxiéme colonne

-2x -5y +z = -1
7z - 3
-8y +5z = 6

Dans la deuxieme colonne, le terme diagonal as sitir la deuxiéme ligne.
Il faut faire en sorte que le terme diagonal n¢ gas nul. Si nécessaire, on permute la deuxiégne lavec une des
lignes suivantes. Aprées quoi le terme diagonalmdrest appelé "deuxiéme pivot".

m Etape 2 B : élimination dans la deuxieme colonne

-2x -5y +z = -1
5y -7z = 3 8

-8y | +5z = 6 |« 5

Pour éliminer le terme subdiago, on multiplie la deuxieme ligne par 8, la troise&figne par 5, puis la combinai-

son des deux lignes remplace la troisieme ligne.

-2x -5y +z = -1
5y -7z = 3
-31z = 54

Le systéme obtenu est triangulaire.

Remarquez que, durant la deuxiéme étape, on sdufdimais la premiére ligne dans les combinaisoésites.
Pourquoi ?

m Systemes réguliers

Définition

Un systéeme d'équations linéaires_égtlier si et seulement si
1°)  le nombre d'équations est égal au nombre dimeoes et
2°) le systéme posséde une et une seule solution.

Proposition
Un systeme d'équations linéaires _@gtilier si et seulement si
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1°)  le nombre d'équations est égal au nombre diimess et
2°) il est possible de réduire le systeme a la éofmiangulaire avec
des coefficients diagonaux tous non nuls (pivots).

Exemple
Le systeme linéaire de I'exemple donné ci-desduegslier.

Le § 1 est consacré aux systemes réguliers.

Contre-exemple
Le systeme linéaire suivant est triangulaire s@ugnnais le troisieme terme diagonal est nul.

X +y +z =1
y -z = -2
0z =0

Un systéme qui n'est pas régulier est appelé sargul
Un systeme singulier possede

soit une infinité de solutions

soit aucune solution.
Le § 2 sera consacré aux systémes singuliers.

m Exercice 1-2-P 1

Résolvez "a la main" le systéme d'équations obtiams I'exercice 1-1- P 1. Si le systéme est lir¢aitilisez la
méthode de la réduction a la forme triangulaire.

m Exercice 1-2-P 2

Résolvez "a la main" le systéeme d'équations obtiams I'exercice 1-1- P 2. Si le systéme est lir¢aitilisez la
méthode de la réduction a la forme triangulaire.

Indication

Aprés avoir résolu le systeme, n'oubliez pas diie€les inéquations.

Si la solution du systéme d'équations ne satiptstle systéeme d'inéquations, alors le problémgosséde pas de
solution.

m Exercice 1-2- P 3 (facultatif)

Résolvez "a la main" le systéeme d'équations obtlams I'exercice 1-1- P 3. Si le systéme est lir¢aitilisez la
méthode de la réduction a la forme triangulaire.

m Exercice 1-2- P 4 (facultatif)

Résolvez "a la main" le systeme d'équations obtlams I'exercice 1-1- P 4. Si le systéme est lir¢aitilisez la

méthode de la réduction a la forme triangulaire.

m Exercice 1-2-P 5

Résolvez "a la main" le systéme d'équations obtlams I'exercice 1-1- P 5. Si le systéme est lir¢aitilisez la
méthode de la réduction a la forme triangulaire.

Indications

Puisquen est connu, décidons d'écrire un systeme de géqtrations a quatre inconnues.

Pour éliminer dans la 1-ére colonne, on combindidess 1 et 2, puis les lignes 1 et 3, puis lgsds 1 et 4.
Pour éliminer dans la deuxiéme colonne, on comlgimdéignes 2 et 3, puis les lignes 2 et 4.

Pour éliminer dans la troisieme colonne, on comhaedignes 3 et 4.
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m Exercice 1-2-P 6

Résolvez "a la main" le systéme d'équations obtiams I'exercice 1-1- P 6. Si le systéme est lir¢aitilisez la
méthode de la réduction a la forme triangulaire.

m Exercice 1-2- P 7 (facultatif)

Résolvez "a la main" le systéeme d'équations obtiams I'exercice 1-1- P 7. Si le systéme est lir¢aitilisez la
méthode de la réduction a la forme triangulaire.

m Exercice 1-2- P 8 (facultatif)

Résolvez "a la main" le systéme d'équations obtiams I'exercice 1-1- P 8. Si le systéme est lir¢aitilisez la
méthode de la réduction a la forme triangulaire.

m Exercice 1-2- P 9 (facultatif)

Résolvez "a la main" le systéeme d'équations obtiams I'exercice 1-1- P 9. Si le systéme est lir¢aitilisez la
méthode de la réduction a la forme triangulaire.

m Exercice 1-2- P 10

Résolvez "a la main" le systéme d'équations obtlams I'exercice 1-1- P 10. Si le systéeme est liagaiilisez la
méthode de la réduction a la forme triangulaire.

Indications

Lorsque de nombreux coefficients sont nuls, ordé le systéme d'équations eglg (en anglais : "sparse"). Dans un
tels cas, non seulement on est amené a permutégries mais il est avantageux de permaigssiles colonnesour se
rapprocher de la forme triangulaire.

m Exercice 1-2- P 11

Résolvez "a la main" le systéme d'équations obtlems I'exercice 1-1- P 11. Si le systeme est liagatilisez la
méthode de la réduction a la forme triangulaire.

m Exercice 1-2- P 12

Résolvez "a la main" le systéeme d'équations obtlems I'exercice 1-1- P 12. Si le systéeme est liagatilisez la
méthode de la réduction a la forme triangulaire.

m Exercice 1-2- P 13 (facultatif)

Résolvez "a la main" le systéme d'équations obtlems I'exercice 1-1- P 13. Si le systeme est liagatilisez la
méthode de la réduction a la forme triangulaire.
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8 1.3 Résolution avec Mathematica

m Méthodes Solvel...], NSolve]...] et Reduce]...]
Exemple 1 : un systéme régulier 2 x 2

Pour un systeme régulier tel que

2x +y =3
-X+3y = -5

la méthode Solve]...] donne la solution du systémes la forme d'une liste de substitutions

Cear [X, y]1;
Solve[{2x +y == 3, -x+ 3y ==-5}, {X, V}1]

{{x->2y »-1}}
Observez la syntaxe :
le symbole = désigne une assignation; c'est == ésigne une équation;

un systeme d'équations est une liste d'équations;
le deuxiéme argument de Solve est la liste desimoes.

La méthode Reduce]...] donne la solution sousradad'un systeme d'équations cartésiennes

Clear [X, V];
Reduce[{2Xx +Vy == 3, -x+ 3y ==-5}, {X, v}, Reals]

X =2&8&Yy = -1
Exemple 2 : un systéme singulier 2 x 2

Considérons maintenant un systéme possédant unigdife solutions

Cear [X, V];

Solve[{9Xx +6y == 3, -6x-4y==-2}, {X, V}]

Solve::svars : Equations may not give solutions for all "solve" variables. >
1 3x

H“g‘j}}

Une interprétation consiste a dire que le systéamréduit en fait a une seule équation cartésienne

1 2y
X == -
3 3
Dans un tel cas, on peut souhaiter écrire I'ensedds solutions sous forme paramétrique :
pour chaque valeur du paraméetieon a une solutiorfx, y) donnée par

1 2t
X=—-—

3 3
y =t

La méthode Reduce]...] donne la solution sousriadad'un systéme d'équations cartésiennes

Cear[x, yI;
Reduce[9Xx +6Yy =3 A-6x-4y =-2, {X, y}, Reals]

1 3x
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qui est un systéme cartésien que I'on peut résoms la forme paramétrique

X =t

1 3
y=—-—t

2 2
Comme on a résolu le méme systéme d'équationsSolge et Reduce on remarquera que I'ensemble des solutions
peut s'exprimer sous des formes paramétriquesifies.

m Méthodes LinearSolvel...] et NullSpace]...]

LinearSolvel...] et NullSpace]...] sont des métlogeus spécifiques, destinées a résoudre n'imppreé systeme
linéaire régulier ou singulier. Il ne sera plus nécessa@elonner un nom a chaque inconnue, mais le systé&mea-
tions devra étre donné sous la formatricielle

Ces méthodes permettent aussi, le cas échéanfred¥ensemble des solutions sdosme paramétriqueDans ce
chapitre, nous donnons la préférence a cette reuaon.

Exemple 1 : un systemd régulier 2 x 2

Pour ur system régulie tel que

2x+y =3
-x+3y=-1

la matrice du membre de gauche de I'équation distéades coefficients des inconnues
m={{2, 1}, {-1, 3}}
({221}, {-1.3}}
gu'on peut afficher sous la forme d'un tableau
Mat ri xFor m[m]
2 1
sl
Le membre de droite de I'équation est le vecteur
b={3, -1}
{31 _1}
gu'on peut aussi afficher sous la forme matricielle

Mat ri xForn[b]

)

La méthode LinearSolvel...] donne une solutionyhi&me :

Li near Sol ve[m b]

La méthode LinearSolve]...] ne nous indique padaitres solutions existent. Pour le savoir, olsatia méthode
NullSpace]...]

Nul | Space [m]
{}
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Ce résultat signifie que le systéme posséde awpleisolution.

La forme matricielle nous a dispensé de donneram aux inconnues. Les calculs sont exécutés sutabbésaux de
nombres : la premiére colonne contient les coeffits de la premiére inconnue, la deuxieme colooméent les
coefficients de la deuxieme inconnue, etc.

On peut utiliser le nom des inconnues pour redutlirésultat:

{X, y} = LinearSol ve[m b]

En mathématiques, on peut écrire le systéme diégsatous la forme matricielle suivante

s G-
-13)1ly) |-1
Exemple 2 : un systéme singulier 2 x 2

L'intérét porté aux méthodes LinearSolvel...] etiSpace|...] se justifie particulierement par laptitude a traiter des
systemes singuliers. Considérons le systeme

9x +6y =3
-6x-4y =-2

En mathématiques, on peut écrire le systeme diégsatous la forme matricielle suivante

(—96 —64) (;) ) (—32)

Pour le calcul aveMathematica mettons le systeme sous la forme matricielle
= {{91 6}1 {_61 _4}}1 b= {31 —2},

Li near Sol ve[m b]
-, 0
{30
La méthode LinearSolve]...] nous a donné une smiufPour savoir s'il en existe d'autres, utilisNoiSpace]...]

Nul | Space [m]

{{-2,31}}

On en donne l'interprétation suivante:
I'ensemble des solutions de I'équation est reptésegrar une droite;
LinearSolve nous donne un point de cette droite;
NullSpace nous donne un vecteur directeur de detiée;
I'ensemble des solutions est, sous forme pararnétriq

(X, y} = {é 0}+t *{-2, 3}

Thread::tdlen : Objects of unequal length in
(1,4,7,10, 13, 16, 19, 22, 25, 28} (-2, 3} cannot be combined. >

1
{5 +{-2,3 1 (1, 4,7 10, 13, 16, 19, 22, 25, 28 },

(-2,31 {1, 4,7, 10, 13, 16, 19, 22, 25, 28 }}

NullSpace nous a donné ubasedu noyau Cette notion sera expliquée plus tard, dans2e §
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On remarquera déja que la résolution des systétégaalions linéaires est un sujet en relation daepgométrie
analytique : droites, plans, sous-espaces, ...

Exemple 3 : un systéme singulier 2 x 2

Considérons le systéeme

9x +6y =1
-6x-4y =-1

En mathématiques, on peut écrire le systéme diégsatous la forme matricielle suivante
e el )1
-6 -4/ \y -1
Pour le calcul aveMathematica mettons le systéme sous la forme matricielle
m={{9, 6}, {-6, -4}}; b={1, -1};
Li near Sol ve[m b]
LinearSolve::nosol : Linear equation encountered that has no solution. >
LinearSolve [{{9,6 }, {-6, -4}}, {1, -1}]
La méthode LinearSolve]...] nous informe lorsqusystéme lin€aire n'a pas de solution.
Exemple 4 : un systéme régulier 3 x 3

Soit a résoudre le systéme

—a,+3az =7
5a;-6a =-2
3a;+a;- az =10

En mathématiques, on peut écrire le systéme diégsatous la forme matricielle suivante

0 -1 3 a 7
5 -6 0 az| =1-2
3 1 -1 as 10

Pour le calcul aveMathematica écrivons la matrice du systeme. Pour entrer usmigice, actionnez le bouton droit de
la souris puis

Créer Tableau / Matrice / Palette

Sélectionner Matrice

Entrez Nombre de lignes, Nombre de colonnes

OK

Donnez un nom a la matrice m=

Entrez les coefficients

0 -1 3
n= [5 -6 0 ]
3 1 -1
{{0, -1,3 3}, {5 -6,01}, (3,1, -1}
b=(7, -2, 10}
{7, -2,10 }
a = LinearSol ve[m b]

109 203 217
(5 o w
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Le résultat précédent nous indique que le systé@asdgle amoinsunesolution

Nul | Space [m]

{3

Le résultat précédent nous indique que le systéasdule aplusunesolution
Finalement. le systéme posséde 1 et une seuléosodjti est

a

109 203 217
(22" o )

La fonction MatrixForm([...] n'a rien a voir avecdalcul. Elle ne concerne que l'affichage : on pkuhander Mathe-
maticad'écrire une matrice sous la forme d'un tableaw pao faciliter la lecture :

Mat ri xFor m[m]

0 -1 3
5 -6 0
31 -1

Mat ri xFormr[b]

7
-2
10

Mat ri xForn[a]

109
32
203

64
217

64

m Exercice 1-3-P 1

Avec Mathematica, résolvez le systéme d'équatier®gercice 1-1- P 1.
Vérifiez que le systeme est régulier.
Vérifiez que la réponse coincide avec celle detgge 1-2- P 1.

m Exercice 1-3-P 2

Avec Mathematica, résolvez le systéme d'équatierierercice 1-1- P 2.
Vérifiez que le systéme est régulier.
Vérifiez que la réponse coincide avec celle defgge 1-2- P 2.

m Exercice 1-3- P 3 (facultatif)

Avec Mathematica, résolvez le systéme d'équatier®gercice 1-1- P 3.
Vérifiez que le systeme est régulier.
Vérifiez que la réponse coincide avec celle deetgge facultatif 1-2- P 3.

m Exercice 1-3- P 4 (facultatif)

Avec Mathematica, résolvez le systéme d'équatierierercice 1-1- P 4.
Vérifiez que le systéme est régulier.
Vérifiez que la réponse coincide avec celle defege facultatif 1-2- P 4.
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m Exercice 1-3-P 5

Avec Mathematica, résolvez le systéme d'équatierierercice 1-1- P 5.
Vérifiez que le systéme est régulier.
Vérifiez que la réponse coincide avec celle defgge 1-2- P 5.

m Exercice 1-3-P 6

Avec Mathematica, résolvez le systéme d'équatier®gercice 1-1- P 6.
Vérifiez que la réponse coincide avec celle defegge 1-2- P 6.

m Exercice 1-3- P 7 (facultatif)

Avec Mathematica, résolvez le systéme d'équatier®gercice 1-1- P 7.
Vérifiez que le systeme est régulier.

Vérifiez que la réponse coincide avec celle deetege facultatif 1-2- P 7.

m Exercice 1-3- P 8 (facultatif)

Avec Mathematica, résolvez le systéme d'équatierierercice 1-1- P 8.
Vérifiez que le systéme est régulier.

Vérifiez que la réponse coincide avec celle defexge facultatif 1-2- P 8.

m Exercice 1-3- P 9 (facultatif)

Avec Mathematica, résolvez le systéme d'équatier®gercice 1-1- P 9.
Vérifiez que le systeme est régulier.

Vérifiez que la réponse coincide avec celle deetgge facultatif 1-2- P 9.

m Exercice 1-3- P 10

Avec Mathematica, résolvez le systéme d'équatierierercice 1-1- P 10.

Vérifiez que le systéme est régulier.
Vérifiez que la réponse coincide avec celle defegge 1-2- P 10.

m Exercice 1-3-P 11

Avec Mathematica, résolvez le systéme d'équatier®rercice 1-1- P 11.

Vérifiez que le systeme est régulier.
Vérifiez que la réponse coincide avec celle defgge 1-2- P 11.

m Exercice 1-3- P 12

Avec Mathematica, résolvez le systéme d'équatierierercice 1-1- P 12.

Vérifiez que le systéme est régulier.
Vérifiez que la réponse coincide avec celle defegge 1-2- P 12.

m Exercice 1-3- P 13

Avec Mathematica, résolvez le systéme d'équatier®&rercice 1-1- P 13.

Vérifiez que le systeme est régulier.



