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§ 2 Systemes linéaires singuliers

§ 2.1 Problemes conduisant a des systemes d'éqadingaires singuliers

Pour l'instant, il est seulement demandé de poseed systemes d'équations et de se rendre compte dgsysteme
n'est pas régulier. La résolution de systémes sintigrs sera effectuée plus tard (§ 2.2). Dans certa problémes,
aprés avoir écrit le systéeme linéaire, il faut enage ajouter des conditions.

m Exercice 2-1 P 14

Pour déterminer I'équation d'une droite non vedichéquationy = m x+ p qui passe par des points donnés, nous
décidons d'utiliser la méthode consistant & éarireysteme d'équations a deux inconmes p.

a) Détermine I'équatiol de la droite qui pass pal les points

A2 1), B (8; 35 ), C(12; 5)
b) Méme probléme pour les points

A(2; 1), D (8; 3.4 ), C(12; 5)

m Exercice 2-1P 1&

Déterminez I'équation du polynéme de degr# qui passe par les points

A2 1), B (6 -1)

m Exercice 2-1 P 16

Equilibrez la réaction chimique
Ca + kPO, o CuP, O + R

Indications
Il s'agit de déterminer les entiers posiéifs3, v, ¢ les plus petits possibles tels que I'équation chim

aCa + BHPC - yCaqa PG + 6H,

soit équilibrée en Ca, en H, en P eten O.

m Exercice 2-1 P 17

On donne
4
le vecteurp = 2] qui représente I'ombre d'un obyet
0
0
le vecteuth = —3J qui pointe vers le soleil.
1

On demande de déterminer le vectequi représente I'objet dont I'ombre pst
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m Exercice 2-1 P 18

Trouvez un nombre de 3 chiffres qui augmente ded@i&hd on intervertit les deux premiers chiffregaache et qui
diminue de 99 quand on intervertit I'ordre desfobsf extrémes.

m Exercice 2-1 P 19

On a trois alliages d'or et de cuivre aux titre®d&0, 0.840 et 0.920.
Quelles masses doit-on prendre de chacun d'euxgidenir un alliage de 4'500 g au titre de 0.890 ?

m Exercice 2-1 P 20

Deux trains partant en méme temps des points Aset @rigent I'un vers l'autre. Le premier a uriesse de 10(’-5hm et

le deuxieme est plus lent. Calculez la distanceef\R vitesse du deuxiéme train sachant qu'ils@ieent a 15 km du
milieu de AB.

m Exercice 2-1 P 21

Un agriculteur posséde trois propriétés dont larserdes aires est de 100 ha. La somme des aireledepremiéres
est de 70 ha. La troisiéeme a une aire égale a Jemme arithmétique des deux premiéres. Calculee e chaque
propriété.
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8§ 2.2 Résolution d'un systeme linéaire singulier
par réduction a la forme triangulaire

m Définition d'un systeme singulier

Un systeme linéaire est singulier si et seulemiehpsut étre classé dans l'une des quatre cagsgsuivantes:

A. le nombre d'équations est plus grand que le neminconnues
(voir probleme P 14);
B. le nombre d'équations est plus petit que le merdiinconnues
(voir probleme P 15);
C. le nombre d'équations est égal au nombre d'mamet
I'ensemble des solutions est vide (voir problen2d P
D. le nombre d'équations est égal au nombre d'moemet le systéeme posséde

une infinité de solutions distinctes (voir systdinéaire du probléme P 16).

= Méthode de résolution
Dans tous les cas, la méthode consiste d'abordteertesystéme sous la forme triangulaire.

La suite de la résolution est illustrée par desrptes qui répertorient les principales situations tpn peut rencontrer.
Pour raccourcir le propos, nous partons de syst@oiesont déja proches de la forme triangulaire.

m Exemple Al

Il s'agit de résoudre le systéme suivant de 4 @nsaé 3 inconnues

K +y +z =12
m +22 =3
=z =5 | x3
3z =8 | x(-1)

Les termes diagonaux sont encadrés. Etant donité guencore des termes non nuls au-dessous diadanale, le
systeme n'est pas (encore) sous la forme triamgulai

Kl +y +z = 12
m +22 =3
V4| =5

0z =7

Maintenant, la forme triangulaire est atteinte guestous les termes subdiagonaux sont nuls.
Ce systeme n'a pas de solution puisque la deréigration n'en a pas.

S=9¢
= Exemple A 2

Il s'agit de résoudre le systéme suivant de 4 @nsaé 3 inconnues

K +y +z =12
M +2z =3
=z =5 | x3
3z =15 | x (-1)

Pour mettre le systéme sous la forme trianguléliminons dans la troisi€me colonne, au-dessoua diagonale

K +y +z =12
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L'avant-derniére équation signifie que doit valoir 5 tandis que la derniére équationgdiéz peut prendre n'importe
quelle valeur réelle; on peut donc ignorer la dgméquation. Le systeme possede une et unes@ut®n

z =5, y=3-2z = -7, x=12-z -y =14

= Exemple A 3

Il s'agit de résoudre le systéme suivant de 4 @nsaé 3 inconnues

K +vy +Z =12 I x1
M +Z =8
X =4 | x(-1)

-2y -2z =-16

Eliminons d'abord dans la premiére colonne

Kl +y +Z =12
| +Z =8 I x1 I x2
y +2 =8 | x(-1)
-2y -2z =-16 I x1

Eliminons ensuite dans la deuxiéme colonne

K +y +z =12

M +z =8
o
0 =0

La forme triangulaire est atteinte avec un élém@mdonal nul.
On peut choisir z librement, disons

z =t, t eR (t est appelé parameétre)
puis on calcule y et x (en foantde t)

y=8-z=8-t
X:12—Z—y:12—t—(8—t):4

La solution peut s'écrire sous la forme paramégriqu

X 4 4 0
y|=18-t|=|8]+t |-1], teR
z t 0 1

Pour chaque valeur de t, on a une solution {x}y, z
La forme paramétrique décrit un ensemble de saisttomportant une infinité d'éléments.

= Exemple A4

Il peut arriver que I'ensemble des solutions négeptusieurs parameétres pour le décrire. De tedsnples seront
donnés plus loin (exemple B 2).

= Exemple B 1

Il s'agit de résoudre le systeme suivant de 2 énsé 3 inconnues
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Kl+y -z =3
m +2z =1

Les termes diagonaux sont encadrés. Comme il acan terme au-dessous de la diagonale, on diemgmestéme est
triangulaire.

On peut choisir librement la valeur de z, disons
z =1, t eR (t es appeltparametr)
puis on calcule y et x (endtion de t)

y:1—22:1—2t
X=3+z2-y=3+t-(1-2t)=2+3t

La solution peut s'écrire sous la forme paramégriqu

X 2+3t 2 3
yl=|1-2t|=|1|+t |-2], t eR
z t 0 1

Pour chaque valeur de t, on a une solution {x}y, z
La forme paramétrique décrit un ensemble de saisttomportant une infinité d'éléments.
= Exemple B 2
Il s'agit de résoudre le systéme suivant d'unetégua trois inconnues
+y-z=3

Le terme diagonal est encadré. Comme il n'y a ateume au-dessous de la diagonale, on dit queskermg est
triangulaire.

On peut choisir librement les valeurs de y et ddispns

y =8, z=t, s, teRr (s et t sontdes paramétres )
puis calculer la valeur de x (en timT de s et t)
X=3-y+z2=3-s~+t, s, teRr

On peut encore écrire I'ensemble des solutionsladosme paramétrique

X 3-s+t 3 -1 1
Y| = S J— O|+s |1 |+t |O], s, teRr
z t 0 0 1

Pour chaque valeur de s et t, on a une solutiog,{Z}.
La forme paramétrique décrit un ensemble de saisttomportant une infinité d'éléments.

= Exemple B 3

Il s'agit de résoudre le systeme suivant de 2 énsé 3 inconnues

X1 +y -z =3 x 2
-2X -2y +2z2 51 x1

Pour mettre le systeme sous la forme trianguléliminons dans la premiére colonne, au-dessoua diagonale

Kl +y -z =3
+0z =11

L'ensemble des solutions est vide
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S=9

= Exemple C

Xl +y -z =3
| +z =11 x2
-2y -2z =5 ] «x1

Pour mettre le systeme sous la forme trianguléliminons dans la deuxiéme colonne, au-dessous diegonale

K +y -z =3

M +z = 1
- 7
L'ensemble des solutions est vide
S=9
m Exemple D 1
XKl +y -z =3 | x1
y -z =2
X =1 | x(-1)

Eliminons d'abord dans la premiére colonne

K +y -z =3
M -z =2 |x1
y -z =2 ]x(-1)

Eliminons ensuite dans la deuxiéme colonne

K+y -z =3
M -z =2
0 zf =0

La forme triangulaire est maintenant atteinte. eentére équation peut étre ignorée. On peut chidisement z, disons
z =t, teRr (t esappeliparametr)
puis on calcule y et x (endtion de t)

y:2+Z:2+t
X=3+z-y=3+t-(2+t)=1

Ecrivons I'ensemble des solutions sous la formamétrique

X 1 1 0
Yyl =12+t |=|2]|+t |1], t eR
z t 0 1

Pour chaque valeur de t, on a une solution {x}y, z
La forme paramétrique décrit un ensemble de solsttomportant une infinité d'éléments.

s Exemple D 2

Il peut arriver que I'on aboutisse a un ensembdesdtutions avec plusieurs paramétres

K +y -z =3
Oyl +0z =0
=0
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qui se résour comme I'exemple B 2.

m Exercice 2-2-P 14

Sans utiliser I'ordinateur, résolvez les systenéguaitions de I'exercice 2-1 P 14,

m Exercice 2-2 - P 15

Sans utiliser l'ordinateur, résolvez le systemgui#iéons de l'exercice 2-1 P 15.

m Exercice 2-2 - P 16

Sans utiliser 'ordinateur, résolvez le systémgudions de I'exercice 2-1 P 16 puis, en tenaniptemes conditions
supplémentaires, achevez la résolution du probleme.

m Exercice 2-2-P 17

Résolvez le probléeme 2-1 P 17.

m Exercice 2-2 - P 18

Sans utiliser 'ordinateur, résolvez le systémgudiions de I'exercice 2-1 P 18 puis, en tenaniptemes conditions
supplémentaires, achevez la résolution du probleme.

m Exercice 2-2-P 19

Sans utiliser I'ordinateur, résolvez le systemgudions de I'exercice 2-1 P 19 puis, en tenanptemies conditions
supplémentaires, achevez la résolution du probléme.

m Exercice 2-2 - P 20

Sans utiliser I'ordinateur, résolvez le systemgudions de I'exercice 2-1 P 20 puis, en tenanptemies conditions
supplémentaires, achevez la résolution du probleme.

m Exercice 2-2 -P 21

Résolvez le systéeme de I'exercice 2-1 P 21.
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8 2.3 Interprétation géométrique

Repéres et sous-espaces affines

m Repere d'une droite (exemple dans I'espace de dingan 3)

On peut définir une droite en donnant un point Aed@ point d'attache (ou point particulier) et mteu@ appelé
vecteur de base (ou vecteur directeur). Chaque PG y, 2) de la droite est défini par la relation

OP- OA+ AP - OA+ t g, t eR (t estun paramétye

—

Dans la figureﬁ = AB. Le systeme formé d'un point et d'un vecteur

A 4
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1
est appelé repére de la droite. Par exempk(-si, —2, 4) et§ = [—3] alors

5
X -7 1
y|=1]-2|+t |-3], t eR
\Zz 4 5

On dit que la droite est représentée par un systBégeiations paramétriques. Le parametre t indigiymsition du

point P par rapport au repere @ Par exemple,
A correspond at=0,
B correspond at=1
le point P de la figure correspond at=1.5

m Repere d'un plan (exemple dans I'espace de dimensi8)

On peut définir un plan en donnant un point A agpmint d'attache (ou point particulier) et deexteurs ﬁg, 52
appelés vecteurs de base du plan. Chaque poing,P{xdu plan est défini par la relation

OP- OA+ AP-OA+s g; +t go, s, t eR (sett sontdes paramétres
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Dans la figuregﬂ = AB, ng = AC. Le systeme formé d'un point et de 2 vecteurs

A! gﬁlv gﬁz
-4 1
est appelé repére du plan. Par exemple, si A(,—ZL);@? =12, gﬁz = | -3, alors
0 5
X -7 -4 1
y|=|-2|+s |2 |+t [-3], S, teR
z 4 0 5

On dit que le plan est représenté par un systédgeations paramétriques. Les parameétres (s, fjuedi la position du

point P par rapport au repere @ gé). Par exemple,
A correspond &s, t) = (0; 0)
B correspond &s, t) = (1; 0)
C correspond &s, t) = (0; 1)
le point P de la figure correspondg t) = (0.5; 1.5)
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Repeére d'un sous-espace affine (généralisation)

Les exemples précédents sont situés dans un edpatimmension 3; la dimension 3 provient de ce ggeslystemes
d'équations considérés ont 3 inconnues x, y, gelit donc arriver que I'on doive travailler dans depaces de
dimensions 4, 5, 6, ...

Une droite est un sous-espace affine de dimension 1

Un plan est un sous-espace affine de dimension 2.

On peut étre amené a considérer des sous-espéines de dimensions 3, 4, ...

Tout sous-espace affine peut étre défini par uareeponstitué d'un point et de k vecteurs de base

A 9%1- 9%21 gﬁk

A ce repere, on associe le sous-espace affinet g@crk parameétres

OP-OA+AP-0A+r1G1 +T20s + . + [k Ok
ou rv, ro, .., Iy sont des parametres

Introduction a la notion de noyau

Avant de traiter des exemples en dimension 3, desdtabord un exemple introductif en dimension 2.
Sur le site http://www.collegedusud.ch/app/applsath
suivez les liendDocumentsMathematica
/ Annexes: Systémes linéaires
et téléchargez le cahieNoyau.nb

Plan donné par une équation cartésienne

A titre d'exemple, considérons I'équation

X-3y+2z-=5

= Solution générale

On appelle solution générale I'ensemble des sokitiune équation.

=t s, teR

y:Sa Z ]
+3y -2z =5+3s - 2t

X =

Habituellement, la solution générale est écritessadorme paramétrique.

X 5+3s-2t 5 3 -2
Y| = S = 0]+s 1|+t | 0|, s, teR
y4 t 0 0 1

= Une solution particuliere

Une solution particuliere désigne n'importe qustitution du systéme d'équations donné.

X 5
y| =10
z 0

Dans notre exemple, il s'agit de la solution obéeen donnant aux deux parametres la valeur 0.

Dans l'interprétation géométrique, la solution igatiere joue le role de point d'attache
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A(5; 0;,0)

= Base du noyau

On appelle system@omogénessocide systéeme d'équations obtenu en remplacant ésusiémbres de droite par des
0. Dans notre exemple,

Xx-3y+2z=0
La solution du systeme homogéne associé est appaié@®n homogéne oogau.

y =58, z =1, s, teR
X =3y -2z =3s -2t

Le noyau peut s'écrire sous la forme paramétrique

X 3s-2t 3 -2
y| = s =s 1|+t | 0|, S, teR
z t 0 1

La base du noyau est constituée ici de deux vecteur

L 3 -2
) =||1], | O
(91 92) . .

La dimension du noyau est égal au nombre de vectiubase.
Ce nombre est aussi le nombre de paramétres ngesssaa représentation paramétrique.

m Relations

La solution générale est la somme d'une soluticticpéiere et du noyau.
(solution générale ) = (une solution particuliere ) + (noyau)

Le noyau est formé des combinaisons linéaires detgurs de sa base

(noyau) = sgi + t go, s, teR

m Interprétation géomeétrique
L'ensemble des solutions P(x, y, z) peut s'écats $a forme
OP- OA+ AP- OA+s g; +t go, s, t eR
ce qui signifie que I'ensemble des solutions repnésle plan défini par le repéere
A g1 92
Un plan est un sous-espace affine de dimensiori,2lfins un espace de dimension 3).

D'une maniéere générale, dans I'espace de dimeBstonte équation de la forme

ax +by +cz+d-=0

représente un plan (sous I'hypothése que a, bsomigas tous nuls).

Droite comme intersection de deux plans

A titre d'exemple, considérons le systeme
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X +Yy =4
Xx -3y +2z =5

m Solution générale

On appelle solution générale I'ensemble des solutitun équation. Pour résoudre le systéme, pensilgs lignes et
les colonnes :

-3y +x =5
m +X =4

Le systéme obtenu est triangulaire. On peut chwigiris calculer y et z

X =1, t eRr
y=4-x=4-t
5-x+3y 5-t+34-1t) 17 -4t 17

Z =
2 2 2 2

Habituellement, la solution générale est écritessadorme paramétrique

X 0 1
V| = 4| it -1, teRr
z 17 -2

= Une solution particuliere

Une solution particuliére désigne n'importe qustitution de I'équation donnée.

X 0
y|=14%
z 17

Dans notre exemple, il s'agit de la solution obéeen donnant au paramétre la valeur 0.

Dans l'interprétation géométrique, la solution ipatiere joue de réle de point d'attache

17
A |0; 4; —J
2

= Base du noyau

On appelle systéem@omogénessocide systéeme d'équations obtenu en remplacant ésusiémbres de droite par des
0. Dans notre exemple,

X +Yy =0
x -3y +2z =0

La solution du systeme homogéne associé est applelfon homogéne owwgau.
Pour résoudre le systétme homogéne associé, pesriamlignes et les colonnes :

-3y +x =0
b +x =0

Le systéme obtenu est triangulaire. On peut chwigiris calculer y et z

=t, teRr
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Le noyat peu s'écrire sou: la forme paramétriqu

X 1
yi|=t |-1], t eR
z -2

La basi du noyat es constitué ici d'ur vecteu

9] -

La dimensiol du noyal es égal¢ aL nombre de vecteur de base
Ce nombre est aussi le nombre de paramétres ngesssaa représentation paramétrique.

-2

m Relations

La solution générale est la somme d'une solutioticpéiére et du noyau.
(solution générale ) = (une solution particuliere ) + (noyau)

Le noyau est formé des multiples du vecteur de base

(noyau) = t g, t eR

= [nterprétation géométrique
L'ensemble des solutions P(X, y, z) peut s'écaues $a forme
OP- OA+AP- OA+t g, t eR
ce qui signifie que I'ensemble des solutions repriesla droite définie par le repere
A d)
Une droite est un sous-espace affine de dimens(am dans un espace de dimension 3).

D'une maniére plus générale, dans l'espace de siioneB, le systéeme d'équations de la forme

a1X+b1y+Clz+d1:0
a2x+b2y+czz+d2:0

représente l'intersection de deux plans, c'estea-di
soit une droite,
soit deux plans strictement paralléles (alors dersle des solutions est vide),
soit deux plans confondus (alors I'ensemble degisob est un plan)
(nous avons fait I'hypothése qag by, ¢ ne sont pas tous nulsat b,, ¢, ne sont pas tous nuls).

m Résumé du § 2.3

. . Y -
Solutionparticulierexpart

- R . R s
Xpart désigne une solution particuliere,

. - . . - . .

il'y a deux situations possibles;,: existe ou n'existe pas.

En Mathematica Qpan est donné patinearSolvel..].

. ~ .7 -
Solutionhomogénessocié&nom
Selon la base du noyau not&e on peut envisager les situations suivantes:
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si K = {}, 'ensemble des solutions homogenes e?%m =0;

si K= {61} I'ensemble des solutions homogénes gﬁgm =rq 61' rieR;

. - - . . N - - -
si K= {gl, gz}, I'ensemble des solutions homogenes e8fom=r19; +r29,, 1, r2 € R;

etc.
EnMathematicaune base du noyau (notée K ci-dessus) est dgardsullSpace]..}
I'ensemble des solutions homogénes est I'enserableanbinaisons linéaires des éléments d'une baseydu.

. , , Ed
Solutiongénéralexggn
. . . o N .
Si Xpart N'existe pas, I'ensemble des solutions du sysitgmenogene est vide;

. - . ' . Y . Y
Si Xpart €Xiste, 'ensemble des solutions du systeme ingene est
- - -
Xgén = Xpart + Xhom

m Généralisation

Si un systéme d'équations possede une solutioicydate
-
a

et que la base de son noyau est

- -

.
g1, 92, .., Ok
alors la solution générale, c'est-a-dire I'ensemdbiesolutions du systéme est

- - - - -
X=a +1r101 +r0gs + ... + 'k Ok
ou ri, ro, .., Iy sontdes parametres

On dit alors que I'ensemble des solutions formeaus-espace affine de dimenslofd'un espace dont la dimension est

égal au nombre d'inconnues).

m Exercice 2-3-1

On donne un premier systéme d'équations

3x-4y+z=0
X-2y+3z=0

ainsi qu'un deuxieme systéme linéaire
3X-4y+z2=x-2y +32

Comparez les ensembles de solutions des deux ®&tém

m Exercice 2-3-2

Nous aimerions illustrer le théoréme suivant:
Si un systeme linéaire homogéne posséde une sohdionulle,
alors le systéme posséde une infinité de solutions.

Considérons le systéeme

X +Y =4
X -3y +2z =5
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16

1
Aprés avoir vérifié que le vecteur|—1| appartient au noyau, montrez qu'il s'ensuit goer tout parametre le
-2
1
vecteur -1| appartient aussi au noyau.
-2

Le théoréme précédent a pour conséquence que
Si un systéme linéaire posséde deux solutionsicliss,
alors le systéme posséde une infinité de solutions.

m Exercice 2-3 -3

Considérons l'équation

X-3y+2z-=5

3 -2
Apres avoir vérifié que les vecteursl|et| O | appartiennentau noyau, montrezijg’ ensuit que,
0 1
3 -2

pour tous parametreset t, levecteur $1|+t| O | appartientaussiau noyau.
0 1
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8 2.4 Forme cartésienne, forme paramétrique

m Exemple
Reprenons I'exemple de la droite comme intersect@odeux plans (voir § 2.3).

D'une part, la droite peut étre décrite par unésgst'équationsartésiennes

X +Yy =4
X -3y +2z =5

D'autre part, la droite peut étre décrite par wstésyied'équationparamétriques

X 0 1
V| = 4 | 4t -1, teRr
z 17 -2

Nous allons montrer comment passer d'une forme adautr

m Conversion d'un systéeme cartésien en un systéeme panétrique equivalent

En d'autres termes, il s'agit de résoudre un systBéguations cartésiennes. Nous avons déja egptigmnment faire
dansle § 2.2

m Conversion d'un systeme paramétrique en un systénoartésien équivalent

Remarquons d'abord que la forme paramétrique curdies "variables supplémentaires" appelées parasnétidée
centrale de la méthode consiste a élimia¢ou les) parameétres(s)

= Exemple 1

Il s'agit de mettre sous la forme cartésienne $éesye paramétrique

X 1 4
y|=|2|+t |5] t eR
z 3 6

De la premiére équation, on tire I'expression dapatre

gu'on substitue dans les deux autres équations

x-1
y=2+5

x-1
z=3+6

On obtient ainsi un systéme cartésien équivalent

5
*ZX +y

Njw B w

X +Z =

Il faut remarquer que le nombre d'équations a ahang
3 équations paramétriques a 1 paramétre



2-SYSTEMES_LINEAIRES.nb 18

donnent 2 équations cartésiennes.

= Exemple 2

Il s'agit de mettre sous la forme cartésienne $éesye paramétrique

X -2 1 4
Y| =|-1]+s|2|+t |5], s, teRr
\Zz 7 3 6

Le principe consiste a tirer des deux premiéresibops I'expression de et t puis d'effectuer le remplacement dans
la troisiéme.

Une méthode efficace pour réaliser le calcul estlgante: récrivons le systéme en traitant learpatres comme des
inconnues (et les inconnues comme des parameétres):

Bl +4t =x+2 | x2 | x3
2s +5t =y+1 | x(-1)
3s +6t =2z-7 1 x (-1)

Mettons ce systéme sous la forme triangulaire. iBbms d'abord dans la premiére colonne.

Bl +4t =X+2
=2x-y+3 I x2
6t =3x-z2+13 | x(-1)

Eliminons dans la deuxiéme colonne

Bl +4t =X+2
=2x-y+3
O :X—2y+Z—7

La forme triangulaire est atteinte.
Tel qu'il a été donné, le systeme paramétriquaf@giu‘a chaque valeur ds, t) correspond un poirik, y, 2) du plan.

Réciproquement, tel que nous l'avons transforméydééme triangulaire signifie que chaque p@inty, 2) vérifiant
X — 2y + z— 7 = 0 possede des parameét¢gst) qui lui correspondent.

Finalement, un systéme cartésien équivalent est
X-2y+z-7=0

Il faut remarquer que le nombre d'équations a ohang
3 équations paramétriques a 2 parametres
donnent 1 équation cartésienne.

m Exercice 2-4-1

On donne le systeme

3X +2y -z =4
X-y +z =1

Sans utiliser l'ordinateur, déterminez
a) une forme paramétrique du systeme;
b) une solution particuliere du sytéeme;
une base du noyau du systéme;
C) une interprétation géométrique fondée sur uenegdu sous-espace affine solution.
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m Exercice 2-4 - 2

On donne I'équation
3Xx +2y -z =4

Sans utiliser l'ordinateur, déterminez
a) une forme paramétrique du systeme;
b) une solution particuliere du sytéeme;
une base du noyau du systéme;
C) une interprétation géométrique fondée sur uenegdu sous-espace affine solution.

m Exercice 2-4 - 3

Considérons le plaB défini par les 3 points

A3 -2;1), B (5 -1, -2), C(-1, 3 7 )

Sans utiliser l'ordinateur, déterminez

a) une interprétation géométrique fondée sur uareegu plarG;

b) une forme paramétrique du pl@n

c) une forme cartésienne du plan

d) une solution particuliere du systeme d'équasipcértésienne(s);
une base du noyau du systéme.

m Exercice 2-4 -4

On donne le systeme

X1 - Xp+2X3-X4=3
X1 +2Xp - Xz3+Xg=1
2X1+ Xo—- X3 +2X4=5

Sans utiliser l'ordinateur, déterminez
a) une forme paramétrique du systeme;
b) une solution particuliere du sytéeme;
une base du noyau du systéme;
C) une interprétation géométrique fondée sur ubnegdu sous-espace affine solution.

m Exercice 2-4 -5

On donne le systeme

X1 - 3X2+ X3—X4:2
2X1+Xy - Xz +2X%X4=1

Sans utiliser l'ordinateur, déterminez
a) une forme paramétrique du systeme;
b) une solution particuliere du sytéeme;
une base du noyau du systéme;
C) une interprétation géométrique fondée sur ubnegdu sous-espace affine solution.

m Exercice 2-4 -6

On donne le systeme
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X1 5 4 3
X2 _ 2 -1 2
xs| = | -4 +S 1 +t A s, teR
X4 \3 0 1

Sans utiliser l'ordinateur, déterminez
a) une solution particuliere du syteme;
une base du noyau du systeme;
b) une interprétation géométrique fondée sur unefu sous-espace affine solution;
C) une forme cartésienne du systeme.
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8 2.5 Résolution de systemes linéaires avec Matieana

m Principes

1. Ecrire le systéme sous la forme matricielle

Soit a résoudre le systeme linéaire écrit sousrlad matricielle
mx = b

ou m est la matrice des coefficients des inconnues;
b est le membre de droite du systeme et
X représente la liste des inconnues.

2. Calculer une solution particuliere

La méthode LinearSolve donne une solution pargéceldu systéme.

a = LinearSolve [m, b]

Dans le cas ou LinearSolve ne donne pas de sojliBosemble des solutions du systéme est vide.

3. Calculer le noyau
La méthode NullSpace donne une base du noyau thnsys
g = NullSpace [n]
L'ensemble des solutions du systeme homogéne agsachoyau) est

ker =r1 «g[[1]]+r2 «g[[2]] +... +rk xg[[k]]
ou rl, r2, .., rk sont des parametres

4. Calculer la solution générale

La solution générale s'obtient en additionnantseietion particuliére et le noyau.

X = a + ker

Si la base du noyau est vide, alors I'ensemblsadesions est égal a la solution particuliére.

= Exemple 1

Soit a résoudre le systéeme

Kl +y +z = 12
m +22 =

V4| =5

3z =8

Ecrivons le systéme sous la forme matricielle
m= {{1, 1, 1}, {0, 1, 2}, {0, O, 1}, {0, O, 3}}

{{1,13,1 3, {0,14,2 3}, {0,0,1 3}, {0,0,3 }}

b=¢12, 3, 5 8}

(12,3,5,8 )
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Mat ri xFor m[m]

WEFE NP

1
1
0
0

O OoOOor

a = Linear Sol ve [m b]

LinearSolve:: nosol : Linear equation encountered that has no solution.

LinearSolve [{{1,1,1 3}, {0,1,2 3}, {0,0,1 1},

Donc I'ensemble des solutions est vide.

= Exemple 2

Soit a résoudre le systeme

K+y -z =3
M +2z =1

Mettons d'abord le systéeme sous la forme matriiell
m= {{1, 1, -1}, {0, 1, 2}}
{{1,1, -13, {0,1,2 }}
b=(3, 1}
3,1}

Mat ri xFor m[m]

(11—1)
012

a = LinearSolve[m b]
{2,1,0 }

g = Nul | Space [m]

{{3, -2,11}

ker =t *xg[[1]]

(3t, -2t t }

{X, ¥y, z} =a+ker

(2+3t,1 -2t )

= Exemple 3
Soit a résoudre le systéme
Kl+y -z =3
Mettons d'abord le systéeme sous la forme matriiell

m={{1, 1, -1}}

{{11 11 71}}

{0,0,3 1},

>>

{12, 3,5, 8

}]
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b = {3}

(3}

Mat ri xFor m[m]

(11 -1)

a = Linear Sol ve [m b]
(3, 0, 0}

g = Nul | Space [m]
{{1,0,1 3}, {-1,1,0 }}
ker =s»g[[1]1] +t *Q[[2]]
{s-tts }

{X, y, z} =a+ker

{(3+s-t, t, s}

= Elimination des parametres

?Elimnate

Eliminate [eqns, vars ] élimine des variables d'un systéme d'équations simultanée

= Exemple 4

Considérons le systeme d'équations paramétriques

=3-t
=2 + 3t
-1-2t

N < X

Cear [X, Yy, z, t];

Elimnate[{x == 3 -t,
y==2 +3t,

z==-1-2t}, t]

3x=11-y&&2y =1-32

Un systeme cartésien équivalent est

3x=11 -y
2y =1-3z

= Exemple 5

Considérons le systéeme d'équations paramétriques

X=3-1t +5s
y=2+3t-5s
z=-1-2t + 3s
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Clear[X, VY, z, s, t1;

Elimnate[{Xx ==3 -t +5,
y==2+ 3t -5s5,

z==-1-2t +3s}, {s, t}]

3+y+2z =X

Un systéme cartésien équivalent est

X=3+y+2z

m Exercice 2-5-P 14

Avec Mathematica, résolvez les systéemes d'équatieiexercice 2-1 P 14.
Comparez le résultat avec celui de I'exercice 212 P

m Exercice 2-5-P 15

Avec Mathematica, résolvez le systéme d'équatier®gercice 2-1 P 15.
Comparez le résultat avec celui de I'exercice 21%.P

m Exercice 2-5-P 16

Avec Mathematica, résolvez le systeme d'équatienbedercice 2-1 P 16 puis,
supplémentaires, achevez la résolution du probléme.
Comparez le résultat avec celui de I'exercice 218.P

m Exercice 2-5-P 18

Avec Mathematica, résolvez le systeme d'équatienbedercice 2-1 P 18 puis,
supplémentaires, achevez la résolution du probléme.
Comparez le résultat avec celui de I'exercice 218.P

m Exercice 2-5-P 19

Avec Mathematica, résolvez le systeme d'équatienbedercice 2-1 P 19 puis,
supplémentaires, achevez la résolution du probléme.
Comparez le résultat avec celui de I'exercice 218 P

m Exercice 2-5-P 20

Avec Mathematica, résolvez le systeme d'équatienbedercice 2-1 P 20 puis,
supplémentaires, achevez la résolution du probléme.
Comparez le résultat avec celui de I'exercice 22D P

m Exercice 2-5-P 21

Résolvez le systéeme de I'exercice 2-1 P 21.
Comparez le résultat avec celui de I'exercice 222 P

en tenant compte daditons

en tenant compte daditions

en tenant compte daditions

en tenant compte daditions
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Exercice de récapitulation

m Exercice 2-5R 1

Pour déterminer I'équation de la dro#tex + by + ¢ = 0 qui passe par les deux poiRR&; —2), Q(5; 5), on
considére le systéme d'équations

2a -2b+c¢c=0

5a+5b+c=0

La méthode choisie ici est maladroite mais c'etse ceéthode que nous voulons maintenant examiner.

a) Au systeme d'équations ci-dessus, est-il nécessajouter des conditions ?
b) Résolvez le systeme d'équations a la plume.
Indiquez - une solution particuliére;
- une base du noyau;
- la solution générale.
C) Finalement, donnez une équation de la droite PQ.

m Exercice 2-5R 2
On donne le systéme d'équations paramétriques

x=r+5s
y=-3+2r+s
z=4+3r-2s

ou r et s sont deux paramétres réels.

a) Donnez une interprétation géométrique de I'ehierinsi défini.
b) Ecrivez un systéme cartésien équivalent.
On fera les calculs a la plume ou alathematicaau choix.

m Exercice 2-5R 3

André, Bernard, Claude et Daniel comptent leurgdil
Ensemble, ils en possédent 128.

André en a autant que Claude et Daniel réunis.
Bernard a le tiers de l'avoir d'André et Claudenigu
Combien chaque enfant posséde-t-il de billes ?

On fera les calculs a la plume ou/et avathematica.
Combien le probléme admet-il de solutions ?



