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8 2 Systémes linéaires singuliers

§ 2.1 Problemes conduisant a des systemes d'éqadingaires singuliers

Pour l'instant, il est seulement demandé de posees systemes d'équations et de se rendre compte dmasysteme
n'est pas régulier. La résolution de systéemes sinltiers sera effectuée plus tard (§ 2.2). Dans certa problémes,
aprés avoir écrit le systeme linéaire, il faut enae ajouter des conditions.

m Exercice 2-1 P 14

Pour déterminer I'équation d'une droite non veldgichéquationy = m x+ p qui passe par des points donnés, nous
décidons d'utiliser la méthode consistant a écrirgystéme d'équations a deux inconmes p.

a) Déterminez I'équation de la droite qui passdgsapoints
A2, 1), B (8; 3.5 ), C(12; 5)
b) Méme probléme pour les points
A2, 1), D (8; 3.4 ), C(12; 5)

m Exercice 2-1 P 15

Déterminez I'équation du polyndme de degr2 qui passe par les points

A2 1), B (6, -1)

m Exercice 2-1 P 16
Equilibrez la réaction chimique
Ca+ hPO - CzP, O + H

Indications
Il s'agit de déterminer les entiers positifg, y, 6 les plus petits possibles tels que I'équation ihim

aCa + BHsPO, - yCaza PO + oH

soit équilibrée en Ca, en H, en P et en O.

m Exercice 2-1 P 17

On donne
4
le vecteurp = 2] qui représente I'ombre d'un obyet
0
0
le vecteurh = —3] qui pointe vers le soleil.
1

On demande de déterminer le vectequi représente I'objet dont I'ombre Bst

m Exercice 2-1 P 18

Trouvez un nombre de 3 chiffres qui augmente dedighhd on intervertit les deux premiers chiffregaache et qui
diminue de 99 quand on intervertit I'ordre desfosf extrémes.
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m Exercice 2-1 P 19

On a trois alliages d'or et de cuivre aux titre®d50, 0.840 et 0.920.
Quelles masses doit-on prendre de chacun d'euxgidenir un alliage de 4'500 g au titre de 0.890 ?

m Exercice 2-1 P 20

Deux trains partant en méme temps des points Aset @irigent I'un vers l'autre. Le premier a urtesse de 1O§hT et

le deuxieme est plus lent. Calculez la distanceefR vitesse du deuxiéme train sachant qu'ilg@isent a 15 km du
milieu de AB.

m Exercice 2-1 P 21

Un agriculteur posséde trois propriétés dont larserdes aires est de 100 ha. La somme des aireedepremieres
est de 70 ha. La troisieme a une aire égale a jemme arithmétique des deux premiéres. Calculee tke chaque
propriété.
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8§ 2.2 Résolution d'un systeme linéaire singulier
par réduction a la forme triangulaire

m Définition d'un systéme singulier

Un systeme linéaire est singulier si et seulemidhpsut étre classé dans I'une des quatre catggsuivantes:

A. le nombre d'équations est plus grand que le meminconnues
(voir probleme P 14);
B. le nombre d'équations est plus petit que le merdbnconnues
(voir probleme P 15);
C. le nombre d'équations est égal au nombre d'memet
I'ensemble des solutions est vide (voir problenzd 2
D. le nombre d'équations est égal au nombre d'moemet le systeme possede

une infinité de solutions distinctes (voir systdméaire du probléeme P 16).

= Méthode de résolution
Dans tous les cas, la méthode consiste d'abordtéerfeesystéme sous la forme triangulaire.

La suite de la résolution est illustrée par desrgtes qui répertorient les principales situations tpn peut rencontrer.
Pour raccourcir le propos, nous partons de syst@uiesont déja proches de la forme triangulaire.

m Exemple Al

Il s'agit de résoudre le systéme suivant de 4 énsé 3 inconnues

+y +Z =12
b] +2z =3
=5 I x3

3z =8 | x(-1)

Les termes diagonaux sont encadrés. Etant donihé guéncore des termes non nuls au-dessous diadanale, le
systéme n'est pas (encore) sous la forme triamgulai

+y +Z =12
|£| +2z =3
-5

0z =7
Maintenant, la forme triangulaire est atteinte guestous les termes subdiagonaux sont nuls.

Ce systeme n'a pas de solution puisque la derégration n'en a pas.
S=¢
= Exemple A2

Il s'agit de résoudre le systeme suivant de 4 é@nsé 3 inconnues

+y +Z =12
E +2z =3
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Pour mettre le systeme sous la forme trianguléiiminons dans la troisi€me colonne, au-dessola dmgonale

+y +Z =12
|£| +2z =3
-5

0z =0

L'avant-derniére équation signifie que doit valoir 5 tandis que la derniére équationgdiez peut prendre n'importe
quelle valeur réelle; on peut donc ignorer la ggméquation. Le systéme posséde une et unesduton

z =5, y=3-2z = -7, x=12-z-y =14

= Exemple A3

Il s'agit de résoudre le systeme suivant de 4 é@nsé 3 inconnues

+y +Z =12 I x1
El + Z =8
X =4 | x(-1)

-2y -2z =-16

Eliminons d'abord dans la premiére colonne

+y +Z =12

El +Z =8 I x1 I x2
y +Z =8 | x(-1)
-2y -2z =-16 I x1

Eliminons ensuite dans la deuxiéme colonne

+y + Z = 12

La forme triangulaire est atteinte avec un éléndé@agonal nul.

On peut choaisir z librement, disons
z =t, t eRr (t est appelé parameétre)
puis on calcule y et x (en foantde t)

y=8-z=8-t
X=12-z-y=12-t - (8-1) =4

La solution peut s'écrire sous la forme paramégriqu

X 4 4 0
y|=18-t]| =8|+t |-1{, teRr
z t 0 1

Pour chaque valeur de t, on a une solution {x}y, z
La forme paramétrique décrit un ensemble de saisttmmportant une infinité d'éléments.
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= Exemple A4

Il peut arriver que I'ensemble des solutions néepiusieurs parametres pour le décrire. De tefsnples seront
donnés plus loin (exemple B 2).

= Exemple B 1

Il s'agit de résoudre le systeme suivant de 2 é@nsé 3 inconnues

+y -Z =3
|Z| +2z =1

Les termes diagonaux sont encadrés. Comme il @can terme au-dessous de la diagonale, on dieggestéme est
triangulaire.

On peut choisir librement la valeur de z, disons
z = t, t eR (t es appelcparameétr)

puis on calcule y et x (endtion de t)

y:1—22:1—2t
X=3+z2-y=3+t-(1-2t)=2+3t

La solution peut s'écrire sous la forme paramégriqu

X 2+3t 2 3
vy i=11-2t| =1+t |-2], teRr
Z t 0 1

Pour chaque valeur de t, on a une solution {x}y, z

La forme paramétrique décrit un ensemble de saisttmmportant une infinité d'éléments.
= Exemple B 2

Il s'agit de résoudre le systéme suivant d'unetéua trois inconnues

+y—Z:3

Le terme diagonal est encadré. Comme il n'y a ateume au-dessous de la diagonale, on dit queskgrag est
triangulaire.

On peut choisir librement les valeurs de y et ddisgns

y =5, z-=t, s, teR (s et t sontdes parametres )
puis calculer la valeur de x (en tiorc de s et t)
X=3-y+z2=3-5+t, s, teR

On peut encore écrire I'ensemble des solutionsladosme paramétrique

X 3-s+t 3 -1 1
y| = S =|0j+s |1 |+t |O], s, teR
z t 0 0 1

Pour chaque valeur de s et t, on a une solutiog,{z}.
La forme paramétrique décrit un ensemble de saisttmmportant une infinité d'éléments.
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m Exemple B 3

Il s'agit de résoudre le systeme suivant de 2 é@nsé 3 inconnues

+Y -Z

-2X -2y +2z

x 2
x 1

Pour mettre le systéme sous la forme trianguléimminons dans la premiére colonne, au-dessousa diagjonale
+y -Z =3
+0z =11
L'ensemble des solutions est vide

S=0

= Exemple C

+Y - Z
+Z

-2y -2z

I
w

x 2
x 1

Pour mettre le systeme sous la forme trianguléliminons dans la deuxiéeme colonne, au-dessous diegionale

+y -z =3

El +Z =1

-7

L'ensemble des solutions est vide

S=9

m ExempleD 1

+y—z:3 1 x1

y -z =2
X =1 {1 x(-1)

Eliminons d'abord dans la premiére colonne

+y -z =3
Ele:Z 1 x1
y -z =2, x(-1)

Eliminons ensuite dans la deuxiéme colonne

+y - Z =3
|Z|—z =2
0z] =0

La forme triangulaire est maintenant atteinte. eenéére équation peut étre ignorée. On peut chiisement z, disons
z =t, t er (t esappeltparamétr)
puis on calcule y et x (endtion de t)

y=2+2z2=2+t
X=3+z2-y =3+t -(2+t) =1
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Ecrivons I'ensemble des solutions sous la formamétrique

X 1 1 0
Yi=12+t| =12+t |1}, teRr
Z t 0 1

Pouil chaqu: valeui de t, or 8 une solutior {x, v, z}.
La forme paramétrique décrit un ensemble de selstimmportant une infinité d'éléments.

m Exemple D 2

Il peut arriver que I'on aboutisse a un ensembdesdtutions avec plusieurs parametres

+y -Z =3
+0z

qui se résoud comme I'exemple B 2.

0
0

m Exercice 2-2-P 14

Sans utiliser I'ordinateur, résolvez les systenagudtions de I'exercice 2-1 P 14.

m Exercice 2-2 - P 15

Sans utiliser l'ordinateur, résolvez le systemgudiéons de I'exercice 2-1 P 15.

m Exercice 2-2 -P 16

Sans utiliser I'ordinateur, résolvez le systemqui#i§ons de I'exercice 2-1 P 16 puis, en tenaniptemes conditions
supplémentaires, achevez la résolution du probléme.

m Exercice 2-2 -P 17

Résolvez le probléeme 2-1 P 17.

m Exercice 2-2 - P 18

Sans utiliser l'ordinateur, résolvez le systemguiifons de I'exercice 2-1 P 18 puis, en tenanfptemes conditions
supplémentaires, achevez la résolution du probleme.

m Exercice 2-2 - P 19

Sans utiliser l'ordinateur, résolvez le systemguiifons de I'exercice 2-1 P 19 puis, en tenanfptemes conditions
supplémentaires, achevez la résolution du probleme.

m Exercice 2-2 - P 20

Sans utiliser l'ordinateur, résolvez le systemguiions de I'exercice 2-1 P 20 puis, en tenanfptemes conditions
supplémentaires, achevez la résolution du probleme.

m Exercice 2-2 - P 21

Résolvez le systeme de I'exercice 2-1 P 21.
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8 2.3 Interprétation géométrique

Repéres et sous-espaces affines

= Repére d'une droite (exemple dans I'espace de dingan 3)

On peut définir une droite en donnant un point fed@ point d'attache (ou point particulier) et mmleurﬁ appelé

vecteur de base (ou vecteur directeur). Chaqué Pein y, 2) de la droite est défini par la relation

OP- OA+ AP = OA+t g, t eRr (t estun paramétye

Dans la figureﬁ = AB. Le systéeme formé d'un point et d'un vecteur

a4
1
est appelé repére de la droite. Par exempk(-si, -2, 4) et§ = [—3] alors
5
X -7 1
Vi=1]-2|+t |-3], t eR
z 4 5

On dit que la droite est représentée par un systBéggiations paramétriques. Le parameétre t indigymosition du

point P par rapport au repére @), Par exemple,

A correspond at=0,

B correspondat=1
le point P de la figure correspond at=1.5
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= Repére d'un plan (exemple dans I'espace de dimensi8)

On peut définir un plan en donnant un point A agg®int d'attache (ou point particulier) et deexteursgﬂ, 52
appelés vecteurs de base du plan. Chaque poing,P{xdu plan est défini par la relation

OP- OA+AP- OA+s g1 +t g, s, t eR (sett sont des parameétres

|

d

)

Dans la figuregfl =AB, ng = AC. Le systéme formé d'un point et de 2 vecteurs

A! gﬁlv g_>2
-4 1
est appelé repére du plan. Par exemple, si A(,—ZI;);Q? =2 ,gﬁz = | -3/, alors
0 5
X -7 -4 1
yl=|-2|+s |2 |+t |-3], s, teR
z 4 0 5

On dit que le plan est représenté par un systeégeations paramétriques. Les parametres (s, tjuedt la position du

point P par rapport au repére @ 52). Par exemple,
A correspond &s, t) = (0; 0)
B correspond &s, t) = (1; 0
C correspond &s, t) = (0; 1)
le point P de la figure correspondg t) = (0.5; 1.5
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m Repére d'un sous-espace affine (généralisation)

Les exemples précédents sont situés dans un edpatimension 3; la dimension 3 provient de ce gsesystemes
d'équations considérés ont 3 inconnues Xx, y,[@euk donc arriver que I'on doive travailler dans dspaces de dimen-
sions 4, 5, 6, ...

Une droite est un sous-espace affine de dimension 1

Un plan est un sous-espace affine de dimension 2.

On peut étre amené a considérer des sous-espéines de dimensions 3, 4, ...

Tout sous-espace affine peut étre défini par uareeponstitué d'un point et de k vecteurs de base

A, gﬁl ) 9%2 ) ey gﬁk

A ce repére, on associe le sous-espace affinet g@crk parameétres

— =

P= OA+A%P:EA+rlg%1 +rzg%2 T gﬁk
ou r., ro, ... Ik sont des paramétres

Introduction a la notion de noyau

Avant de traiter des exemples en dimension 3, danidabord un exemple introductif en dimension 2.
Sur le site http://www.collegedusud.ch/app/applsath
suivez les liensdDocumentsMathematica
/ Annexes: Systémes linéaires
et téléchargez le cahieNoyau.nb

Plan donné par une équation cartésienne

A titre d'exemple, considérons I'équation

Xx-3y+2z=5

m Solution générale

On appelle solution générale I'ensemble des sokitiune équation.

y =58, z =1t, s, teR
X =5+3y -2z =5+3s - 2t

Habituellement, la solution générale est écritessadorme paramétrique.

X 5+3s-2t 5 3 -2
y| = S =|0|+s 1|+t | O |, s, teRr
z t 0 0 1
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= Une solution particuliére

Une solution particuliére désigne n'importe qustiition du systéme d'équations donné.

X 5
y| =10
z 0

Dans notre exemple, il s'agit de la solution obéeen donnant aux deux paramétres la valeur 0.

Dans l'interprétation géométrique, la solution igaliere joue le role de point d'attache

A(; 0,0 )

= Base du noyau

On appelle systéemeomogéneassocide systéeme d'équations obtenu en remplacant ésusiémbres de droite par des
0. Dans notre exemple,

Xx-3y+2z2=0
La solution du systeme homogéne associé est apgpaléeon homogéene ologau.

y =58, z =1t, s, teR
X =3y -2z =3s -2t

Le noyau peut s'écrire sous la forme paramétrique

X 3s-2t 3 -2
y| = s =s 1]+t | 0|, S, teR
z t 0 1

La base du noyau est constituée ici de deux vecteur

L 3 -2
) =||1], |O
(91 92) . .

La dimension du noyau est égal au nombre de vectiibase.
Ce nombre est aussi le nombre de parameétres néesssaa représentation paramétrique.

m Relations

La solution générale est la somme d'une solutioticpéiere et du noyau.
(solution générale ) = (une solution particuliere ) + (noyau)

Le noyau est formé des combinaisons linéaires deteurs de sa base

(noyau) = sgp + t go, s, teRr

m Interprétation géomeétrique
L'ensemble des solutions P(x, y, z) peut s'écatss $a forme
OP- OA+AP- OA+s g1 +t g, s, t eR
ce qui signifie que I'ensemble des solutions regmtésle plan défini par le repére
A 01, 2

Un plan est un sous-espace affine de dimensioti,Zléins un espace de dimension 3).
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D'une maniere générale, dans I'espace de dimeBstonte équation de la forme

ax +by +cz+d-=0

représeni ur plar (sou: I'hypothés que a. b, ¢ ne son pas tous nuls)

Droite comme intersection de deux plans

A titre d'exemple, considérons le systeme

X +Y =4
X -3y +2z =5

m Solution générale

On appelle solution générale I'ensemble des solutitun équation. Pour résoudre le systéme, pensilgs lignes et
les colonnes :

-3y +x =5

+X =4

Le systeme obtenu est triangulaire. On peut cheipiris calculer y et z

X =1, teRr
y=4-x=4-t
5-x+3y 5-t+3@4-1) 17 -4t 17

-T2t
2 2 2 2

z

Habituellement, la solution générale est écritessadorme paramétrique

X 0 1
y| = 4 +0 -1, teR
7 17 )

2
= Une solution particuliere

Une solution particuliére désigne n'importe qustikition de I'équation donnée.

« 0
y|=]%
S |

2

Dans notre exemple, il s'agit de la solution obéeen donnant au parametre la valeur 0.
Dans l'interprétation géométrique, la solution igaliere joue de rdle de point d'attache

17
A|O; 4, —
2

= Base du noyau

On appelle systéemeomogéneassocide systéeme d'équations obtenu en remplacant ésuniémbres de droite par des
0. Dans notre exemple,

X +y =0
x -3y +2z =0

La solution du systéme homogéne associé est applelfiion homogene owogiaul.
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Pour résoudre le systtme homogéne associé, pesrawlignes et les colonnes :

-3y +x =0

+ X =0

Le systéme obtenu est triangulaire. On peut cheipitis calculer y et z

X =1, teRr
y:—x:—t
-X +3 -t +3 (-t -4t
Z = y: ( >: :—2t
2 2 2

Le noyau peut s'écrire sous la forme paramétrique

X 1
y| =t |-1], t eR
z -2

La base du noyau est constituée ici d'un vecteur

1

La dimension du noyau est égale au nhombre de vsatielbase.
Ce nombre est aussi le nombre de parameétres nesssaa représentation paramétrique.

= Relations
La solution générale est la somme d'une soluticticpéiere et du noyau.

(solution générale ) = (une solution particuliere ) + (noyau)
Le noyau est formé des multiples du vecteur de base

(noyau) = t g, t eR

= [nterprétation géométrique

L'ensemble des solutions P(X, y, z) peut s'écaues $a forme

—

OP:O—A+A—P>:6A+t§, t eR
ce qui signifie que I'ensemble des solutions regmiésla droite définie par le repére
A g
Une droite est un sous-espace affine de dimens{ai dans un espace de dimension 3).

D'une maniére plus générale, dans l'espace de siiomeB, le systeme d'équations de la forme

a1x+b1y+clz+d1:0
32X+b2y+C22+d2:O

représente l'intersection de deux plans, c'estea-di
soit une droite,
soit deux plans strictement paralleles (alors éarde des solutions est vide),
soit deux plans confondus (alors I'ensemble degisok est un plan)
(nous avons fait I'hypothése qag by, ¢; ne sont pas tous nulsat by, c; ne sont pas tous nuls).
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m Résumé du § 2.3

. . - -
SolutionparticuliereXya

d ’ . . . LN

Xpart d€signe une solution particuliére;

. . B . ind . .

il'y a deux situations possibles;;; existe ou n'existe pas.

En Mathematica ?(,)a,t est donné patinearSolvel..].

. ~ .7 -
Solutionhomogénessoci€&nor
Selon la base du noyau not&e on peut envisager les situations suivantes:

si K ={}, I'ensemble des solutions homogénes g%m =0;
si K= {61} I'ensemble des solutions homogénes e_é]t)m: r 61, rieR;
si K= {61 52} I'ensemble des solutions homogénes e%ﬁom =ry 61 +15 62, ry, rr €R;

etc.
En Mathematicaune base du noyau (notée K ci-dessus) est dparééullSpace]..}
I'ensemble des solutions homogénes est I'enserableainbinaisons linéaires des éléments d'une baseydu.

. , , -
Solutiongénéralexgen
. . . . < .
Si Xpart N'existe pas, 'ensemble des solutions du sysit@menogene est vide,

- - - v . Y . hY
Si Xpart €xiste, 'ensemble des solutions du systeme ingene est

- -

R
Xgén = Xpart + Xhom

m Généralisation

Si un systéme d'équations posséde une solutioicydate
-
a

et que la base de son noyau est

N

- —
g1, 92, .., Ok
alors la solution générale, c'est-a-dire I'enserdbtesolutions du systéme est

- - - - -
X=a+Tr1101 +r202 + ... + 'k Ok
ou rv, ro, .. Iy sont des paramétres

On dit alors que I'ensemble des solutions formsaus-espace affine de dimensiofd'un espace dont la dimension est
égal au nombre d'inconnues).
m Exercice 2-3-1

On donne un premier systeme d'équations

3x-4y+z2=0
Xx-2y+3z=0

ainsi qu'un deuxiéme systeme linéaire
3X-4y+z2=Xx-2y+32

Comparez les ensembles de solutions des deux sstém
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m Exercice 2-3-2

Nous aimerions illustrer le théoréme suivant:
Si un systéme linéaire homogéne posséde une sohdionulle,
alors le systeme possede une infinité de solutions.

Considérons le systeme

X +y =4
X -3y +2z =5
1
Aprés avoir vérifié que le vecteur| -1| appartient au noyau, montrez qu'il s'ensuit, goer tout paramétre le
-2
1
vecteur -1 appartient aussi au noyau.
-2

Le théoreme précédent a pour conséquence que
Si un systéme linéaire posséde deux solutionsdiss,
alors le systeme possede une infinité de solutions.

m Exercice 2-3 - 3

Considérons l'équation

X-3y+2z=5

3 -2
Apresavoir vérifié que les vecteurqg 1 [et| 0 | appartiennent au noyau, montrez qu'il s' ensuit que,
0 1
3 -2

pouitous parametres et t, levecteur $1([+t| O | appartientaussi au noyau.
0 1
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8 2.4 Forme cartésienne, forme paramétrique

= Exemple
Reprenons I'exemple de la droite comme interseckdeux plans (voir 8 2.3).

D'une part, la droite peut étre décrite par unésyetl'équationgartésiennes

X +Y =4
X -3y +2z =5

D'autre part, la droite peut étre décrite par st&ped'équationparamétriques

0

X 1
yl =4+t | 1], t eR
z e -2

2

Nous allons montrer comment passer d'une fornaitd'

m Conversion d'un systeme cartésien en un systeme panétrique équivalent

En d'autres termes, il s'agit de résoudre un systBéguations cartésiennes. Nous avons déja egptiopnment faire
dansle § 2.2

m Conversion d'un systéme paramétrique en un systeneartésien équivalent

Remarquons d'abord que la forme paramétrique cardies "variables supplémentaires" appelées paresnétidée
centrale de la méthode consiste a élimladou les) paramétres(s)

= Exemple 1

Il s'agit de mettre sous la forme cartésienne $&esye paramétrique

X 1 4
y|l=12|+t |5], t eRr
z 3 6

De la premiére équation, on tire I'expression daipatre

gu'on substitue dans les deux autres équations

) 5xfl
= + B —
Y 4

x-1
z=3+6

On obtient ainsi un systéme cartésien équivalent

Nlw Mw
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Il faut remarquer que le nombre d'équations a alhang
3 équations paramétriques a 1 paramétre
donnent 2 équations cartésiennes.

= Exemple 2

Il s'agit de mettre sous la forme cartésienne $&sye paramétrique

X -2 1 4
Y| =1]-1]+s |2]|+t |5], s, teR
z 7 3 6

Le principe consiste a tirer des deux premieéresions I'expression ds et t puis d'effectuer le remplacement dans
la troisiéme.

Une méthode efficace pour réaliser le calcul esulgante: récrivons le systéme en traitant leampatres comme des
inconnues (et les inconnues comme des paramétres):

+ 4t =x+2 1 x2 I %3
2s +5t =y+1 | x(-1)
3s +6t =2z-7 I x (-1)

Mettons ce systéme sous la forme triangulaire. iebms d'abord dans la premiére colonne.

+4t =X+2

= 2Xx-y+3 %2
6t =3x-z2+13 | x(-1)

Eliminons dans la deuxiéme colonne

+4t =X+2
= 2X-y+3
0 =X-2y+z-7

La forme triangulaire est atteinte.
Tel qu'il a été donné, le systeme paramétriquefi@giu'a chaque valeur dg, t) correspond un poirik, y, z) du plan.

Réciproquement, tel que nous l'avons transforméydéeme triangulaire signifie que chaque p@mty, 2) vérifiant
X — 2y + z— 7 = 0 possede des parameét(tgst) qui lui correspondent.

Finalement, un systéme cartésien équivalent est
X-2y+z2-7=0

Il faut remarquer que le nombre d'équations a alhang
3 équations paramétriques a 2 paramétres
donnent 1 équation cartésienne.
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m Exercice 2-4-1

On donne le systeme

3X +2y -z =4
X-y +z =1

Sans utiliser l'ordinateur, déterminez
a) une forme paramétrique du systeme;
b) une solution particuliére du sytéme;
une base du noyau du systéme;
c) une interprétation géométrique fondée sur uanedu sous-espace affine solution.

m Exercice 2-4 - 2

On donne I'équation
3X +2y -z =4

Sans utiliser I'ordinateur, déterminez
a) une forme paramétrique du systeme;
b) une solution particuliere du syteme;
une base du noyau du systéme;
c) une interprétation géométrique fondée sur uanedu sous-espace affine solution.

m Exercice 2-4 - 3

Considérons le pla@ défini par les 3 points

A3 -2,1), B (5 -1, -2), C(-1 3,7 )

Sans utiliser l'ordinateur, déterminez

a) une interprétation géométrique fondée sur uareegu plarG;

b) une forme paramétrique du pi@n

c) une forme cartésienne du plan

d) une solution particuliére du systeme d'équasipodrtésienne(s);
une base du noyau du systeéme.

m Exercice 2-4 - 4

On donne le systéme

X1 - X2+2X37X4:3
X1+2X27X3+X4:1
2X1+ X27X3+2X4:5

Sans utiliser l'ordinateur, déterminez
a) une forme paramétrique du systéme;
b) une solution particuliére du syteme;
une base du noyau du systeme;
C) une interprétation géométrique fondée sur ueneedu sous-espace affine solution.
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m Exercice 2-4 -5

On donne le systeme

X1 - 3Xo+ Xz -X4 =2
2X1+Xp - Xz +2Xs=1

Sans utiliser l'ordinateur, déterminez
a) une forme paramétrique du systeme;
b) une solution particuliére du sytéme;
une base du noyau du systéme;
c) une interprétation géométrique fondée sur uanedu sous-espace affine solution.

m Exercice 2-4 - 6

On donne le systeme

X1 -5 4 3
X2 2 -1 2
xs| = |-4 +S 1 +1 70 s, teR
Xa 3 0 1

Sans utiliser I'ordinateur, déterminez
a) une solution particuliére du syteme;
une base du noyau du systeme;
b) une interprétation géométrique fondée sur ueneedu sous-espace affine solution;
c) une forme cartésienne du systéme.
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8 2.5 Résolution de systemes linéaires avec Matieana

m Principes
1. Ecrire le systéme sous la forme matricielle

Soit a résoudre le systéme linéaire écrit sousrtad matricielle
mx = b

ou m est la matrice des coefficients des inconnues;
b est le membre de droite du systéme et
X représente la liste des inconnues.

2. Calculer une solution particuliére

La méthode LinearSolve donne une solution paréceldu systéme.

a = LinearSolve [m, b]

Dans le cas ou LinearSolve ne donne pas de sollisosemble des solutions du systéme est vide.

3. Calculer le noyau
La méthode NullSpace donne une base du noyau thnsys
g = NullSpace [n]
L'ensemble des solutions du systéme homogene agsacnoyau) est

ker =rl «g[[1]]+r2 «g[[2]] +... +rtk xg[[K]]
ou ri, r2, .., rk sont des parameétres

4. Calculer la solution générale
La solution générale s'obtient en additionnantseoietion particuliere et le noyau.
X = a+ker

Si la base du noyau est vide, alors I'ensemblesalesons est égal a la solution particuliere.

= Exemple 1

Soit a résoudre le systéme

+y  +zZ =12
E +2z =3
! -5

3z =8
Ecrivons le systéme sous la forme matricielle
nm={{1, 1, 13, {0, 1, 23, {O, O, 13}, {O, O, 33}

{{3,1,1 3, {(0,1,2 3}, {0,0,1 3}, {0,0,3 }}

b={12, 3, 5, 8}

(12,3,5,8 )
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Mat ri xFor r[m]

O O OoOPRr
O O
WEFE N R

a = LinearSolve[m b]

LinearSolve::nosol : Linear equation encountered that has no solution. >
LinearSolve [{{1,1,1 3}, {0,1,2 3}, {0,0,1 }, {0,0,3 }}, {12,3,5,8 }]

Donc I'ensemble des solutions est vide.

= Exemple 2

Soit a résoudre le systéeme

+y -z =3
|£| +2z =1

Mettons d'abord le systéeme sous la forme matreciell

m={{1, 1, -1}, {0, 1, 2}}

({1, 1, -1}, {0,1,2 1}
b= {3, 1}
3,1}

Mat ri xFor mr[m]

11 -1
012

a = LinearSol ve[m b]
{2,1,0 }

g = Nul | Space [m]

{{31 _21 1 }}

ker =t »g[[1]]

(3t, -2t t )

{X, y, z} = a+Kker

(2+3t,1 -2ttt )



2-SYSTEMES_LINEAIRES.nb

22

= Exemple 3
Soit a résoudre le systéme
+y -z =3
Mettons d'abord le systéeme sous la forme matreciell

m={{1, 1, -1}}

{{11 11 71}}

b = {3}
{3}

Mat ri xFor r[m]

(11 -1)

a = LinearSol ve[m b]

{3,0,0 }

g = Nul | Space[m]

{{13,0,1 3}, {-1,1,0 }}

ker =s*g[[1]1]+t *g[[2]]

(s-tts )

{X, y, z} =a+Kker

{3+s-t, t,s }

= Elimination des parameétres

?Elimnate

Eliminate [egns, vars ] élimine des variables d'un systeme d'équations simultanée

= Exemple 4

Considérons le systéeme d'équations paramétriques

X =3-t
y =2+ 3t
z=-1-2t

Clear[x, vy, z, t1];

Elimnate[{x ==3 -1,
==2 + 3t,

z===-1-2t}, t]

3x=11-y&&2y ==1-32

Un systéme cartésien équivalent est

3x=11-y
2y =1-3z
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= Exemple 5

Considérons le systeme d'équations paramétriques

X=3-t+s
y=2+3t-5s
z=-1-2t +3s

Cear[x, VY, z, s, t1;

Elimnate[{X ==3 -1 +s5,
==2 + 3t -5s,

z==-1-2t +3s}, {s, t}]

3+y+2z =X

Un systeme cartésien équivalent est

X=3+y+2z2

m Exercice 2-5-P 14

Avec Mathematica, résolvez les systemes d'équatietiexercice 2-1 P 14.
Comparez le résultat avec celui de I'exercice 212.P

m Exercice 2-5-P 15

Avec Mathematica, résolvez le systéeme d'équatieri&rercice 2-1 P 15.
Comparez le résultat avec celui de I'exercice 21%.P

m Exercice 2-5-P 16

Avec Mathematica, résolvez le systéme d'équatieri®rercice 2-1 P 16 puis, en tenant compte dedittons supplé-
mentaires, achevez la résolution du probleme.
Comparez le résultat avec celui de I'exercice 218 .P

m Exercice 2-5-P 18

Avec Mathematica, résolvez le systéme d'équatieri®rercice 2-1 P 18 puis, en tenant compte dedittons supplé-
mentaires, achevez la résolution du probléme.
Comparez le résultat avec celui de I'exercice 218.P

m Exercice 2-5-P 19

Avec Mathematica, résolvez le systéme d'équatieri®rercice 2-1 P 19 puis, en tenant compte dedittons supplé-
mentaires, achevez la résolution du probleme.
Comparez le résultat avec celui de I'exercice 212P

m Exercice 2-5-P 20

Avec Mathematica, résolvez le systéme d'équatieri®rercice 2-1 P 20 puis, en tenant compte dedittons supplé-
mentaires, achevez la résolution du probleéme.
Comparez le résultat avec celui de I'exercice 220.P

m Exercice 2-5-P 21

Résolvez le systeme de I'exercice 2-1 P 21.
Comparez le résultat avec celui de I'exercice 222.P
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Exercices de récapitulation

m Exercice 2-5R 1

Pour déterminer I'équation de la draét& + by + ¢ = 0 qui passe par les deux poiRi&; —2), Q(5; 5), on consid-
ere le systeme d'équations

2a - 2b+ ¢
5a+5b+c

0
0

La méthode choisie ici est maladroite mais c'esé ceéthode que nous voulons maintenant examiner.

a) Au systeme d'équations ci-dessus, est-il nécesdajouter des conditions ?
b) Résolvez le systéme d'équations a la plume.
Indiquez - une solution particuliere;

- une base du noyau;
- la solution générale.
C) Finalement, donnez une équation de la droite PQ.

m Exercice 2-5R 2
On donne le systeme d'équations paramétriques

x=r+25s
y=-3+2r+s
z=4+3r-2s

ou r et s sont deux parametres réels.

a) Donnez une interprétation géométrique de I'ebkeainsi défini.
b) Ecrivez un systeme cartésien équivalent.
On fera les calculs a la plume ou alathematicaau choix.

m Exercice 2-5R 3

André, Bernard, Claude et Daniel comptent leurgil
Ensembile, ils en possedent 128.

André en a autant que Claude et Daniel réunis.
Bernard a le tiers de l'avoir d’André et Claudenigu
Combien chaque enfant possede-t-il de billes ?

On fera les calculs a la plume ou/et aMathematica.
Combien le probleme admet-il de solutions ?



